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Resumen
En este trabajo se muestran los principales resultados obtenidos en tres experimentos
sobre control de ondas meca´nicas en sistemas ela´sticos, usando la te´cnica conocida como
espectroscopia acu´stica resonante (ARS). En primer lugar, se presentan las amplitudes
de onda de los modos normales de vibracio´n en el plano medidas en una placa rectangu-
lar. Se miden las dos polarizaciones de los modos normales; el acuerdo con la teor´ıa es
excelente. En segundo lugar, se estudia la dina´mica de un paquete de ondas cuando e´ste
viaja a trave´s de una estructura que emula un cristal con un campo ele´ctrico constante
para lo cual se modifico el montaje experimental de ARS. En este caso se sustituyo el
detector por un vibro´metro Doppler. Los resultado experimentales son espectaculares y
muestran el surgimiento de dos feno´menos de las ondas meca´nicas: las oscilaciones de
Bloch y el atrapamiento de arco´ıris. Por u´ltimo, se realizo´ el estudio de las propiedades
de transporte de vibraciones meca´nicas fuera del plano a trave´s de una cavidad cao´tica
ela´stica con simetr´ıa izquierda-derecha. Los estudios realizados confirman el mismo com-
portamiento presentado por sistemas ondulatorios de distinta naturaleza, evidenciando
un comportamiento universal del transporte ondulatorio a trave´s de cavidades cao´ticas y
un excelente acuerdo de las medidas con las predicciones teo´ricas.
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Abstract
Mechanical vibrations in one and two dimensions; new experi-
mental studies
In this work, the main results obtained in three experiments on mechanical wave
control in elastic systems are shown, using the technique known as resonant acoustic
spectroscopy (ARS). First, the wave amplitudes of the normal modes of in-plane vibration
measured on a rectangular plate are presented. The two polarizations of the normal modes
are measured; the agreement with the theory is excellent. Secondly, the dynamics of a
wave packet is studied when it travels through a structure that emulates a crystal with a
constant electric field. In this case the experimental setup of ARS was modified, replacing
the detector with a Doppler vibrometer. The experimental results are spectacular and
show the emergence of two phenomena of mechanical waves: the Bloch oscillations and the
rainbow trapping. Finally, the study of the transport properties of mechanical vibrations
out of the plane was carried out through an elastic chaotic cavity with left-right symmetry.
The studies carried out confirm the same behavior presented by undulatory systems of
different nature, evidencing a universal behavior of the wave transport through chaotic
cavities and an excellent agreement of the measurements with the theoretical predictions.
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Acro´nimos
A continuacio´n se muestra una lista de los acro´nimos usados a lo largo de esta tesis.
Las letras mayu´sculas muestran el acro´nimo, entre pare´ntesis se indica de donde fueron
tomadas las siglas y finalmente una breve explicacio´n.
1 ARS (Acoustic Resonance Spectroscopy). La espectroscopia acu´stica resonante es
una te´cnica experimental en la que se analiza la respuesta, o el espectro, de una
sen˜al enviada a traves de un sistema a estudiar.
2 LOMA (Laboratorio de Ondas y Materiales). Laboratorio experimental, ubicado en
la UAM-A, donde se realizaron los experimentos aqu´ı estudiados.
3 ESPI (Electronic Speckle Pattern Interferometry). Ver referencias [17, 20, 21].
4 EMAT (Electromagnetic Acoustic Transducer). Los transductores electromagne´ticos
acu´sticos son los dispositivos mediante los cuales se generan y detentan vibraciones
en los distintos sistemas aqu´ı estudiados.
5 VNA (Vector Network Analizer). El analizador de redes vectorial es un aparato que
se encarga de generar, comparar y analizar la sen˜al que entra y sale del dispositivo
bajo estudio.
6 GPIB (General Purpose Interface Bus). El Bus de Interfaz de Uso General es un
esta´ndar bus de datos digital de corto rango para conectar dispositivos de testeo y
medicio´n con dispositivos que los controlen como un ordenador.
7 NI PXI(National Instrumental PXI). Dispositivo que aglomera software, hardwware
y diferentes tipos de buses para interconectar componentes perife´ricos.
8 TM (Transfer Matrix). Me´todo para resolver sistemas.
9 BO (Bloch Oscilations). Oscilaciones de Bloch, el feno´meno se explica en el Cap´ıtulo
4.
10 MRT (Mechanical Rainbow Traping). Atrapamiento de arcoiris meca´nico, el feno´meno




Las vibraciones meca´nicas en sistemas ela´sticos se encuentran presentes en muchos feno´menos
de la vida cotidiana. En algunos casos hay que suprimirlas por no ser deseables, como
en ma´quinas o edificios, mientras que en otros se desea amplificarlas, como en el caso
de los instrumentos musicales o en algunos juegos meca´nicos. Por ello, el estudio de las
vibraciones meca´nicas es importante en la ciencia e ingenier´ıa de los materiales y, por
consecuencia, llevar a cabo un control adecuado. Las aplicaciones, en pra´cticamente to-
das las ramas de la ingenier´ıa, son ma´s que evidentes. Si bien los estudios teo´ricos de las
vibraciones meca´nicas son extensos, los resultados experimentales, son escasos.
Se han implementado y complementado muy recientemente y con bastante e´xito en el
Laboratorio de Ondas y Materiales (LOMA) de la UAM-A, la te´cnica experimental cono-
cida como espectroscopia acu´stica resonante (ARS, de acoustic resonance spectroscopy)
para medios ela´sticos, en el intervalo audible [1, 2]. Esto ha hecho posible el estudio y
caracterizacio´n de materiales a partir de varillas y placas simples, as´ı como tambie´n de
sistemas estructurados. La caracterizacio´n de las propiedades meca´nicas y la compro-
bacio´n experimental de nuevas teor´ıas son un ejemplo de los excelentes resultados que
se han logrado en el LOMA-UAMA. Los experimentos en el dominio del tiempo y el
transporte en cavidades cao´ticas son escasos, presentando una oportunidad de estudi-
arlos experimentalmente en este trabajo. El estudio ma´s reciente sobre este campo, ha
probado la universalidad de las fluctuaciones de la trasmitancia meca´nica correspondiente
a un sistema sin simetr´ıa [3].
En esta tesis se presentan tres investigaciones experimentales sobre control de vibra-
ciones meca´nicas en sistemas que van de los simples a los complejos: (1) las vibraciones
en el plano de los modos normales de una placa rectangular, (2) las oscilaciones de Bloch
y el atrapamiento de arco´ıris con ondas torsionales en barras estructuradas y (3) el trans-
porte de ondas meca´nicas fuera del plano a trave´s de cavidades cao´ticas con simetr´ıa de
reflexio´n.
Estos tres feno´menos ela´sticos fueron elegidos en razo´n de su importancia: por ejem-
plo: las vibraciones en el plano de placas ela´sticas tienen mucha utilidad en aplicaciones
especializadas de ingenieria como ocurre en sistemas de almacenamiento de datos, en
el intervalo de los kiloHertz, en el que vibraciones en el plano causan un problema al
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seguir pistas estrechas de datos [4]. Estas vibraciones tambie´n son relevantes en el disen˜o
de cascos de embarcaciones, ya que hay evidencia de que las vibraciones en el plano y
el ruido de alta frecuencia en barcos esta´n fuertemente relacionados [5]. Los modos en
el plano tambie´n desempen˜an un papel importante en la transmisio´n de las vibraciones
de alta frecuencia a trave´s de placas con estructura [6]. Adema´s, los picos de resonan-
cia en el plano pueden utilizarse para realizar pruebas no destructivas y la evaluacio´n
de las constantes ela´sticas de un material [15]. Finalmente, como las vibraciones en el
plano aparecen a frecuencias ma´s altas que las vibraciones transversales fuera del plano,
los ca´lculos de elementos finitos son ma´s dif´ıciles para los primeros que para los segun-
dos. Todos estos problemas han llevado a renovar el intere´s por las vibracio´n en el plano
de placas rectangulares que cubren varios o´rdenes de magnitud desde nanosistemas hasta
macroestructuras. Es importante mencionar aparte que hay varias contribuciones teo´ricas
y nume´ricas significativas recientes para el estudio de las vibraciones en el plano de placas
[4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]. Sin embargo, los resultados experimentales han sido,
hasta hace poco, muy escasos [15, 16]. Las posibles razones de este hecho son: primero,
las vibraciones en el plano aparecen a altas frecuencias y en segundo lugar, la medicio´n
de las vibraciones transversales es ma´s fa´cil que la excitacio´n y deteccio´n de los modos en
el plano [16, 17, 18, 19]. Tal estado de las cosas comenzo´ a cambiar cuando la interfer-
ometr´ıa electro´nica de patrones de moteado — ESPI u holograf´ıa de TV — hizo posible
la medicio´n de los modos en el plano [17, 20, 21]. Por lo tanto, existe la necesidad de
investigar las vibraciones en el plano de las placas para consolidar la teor´ıa cla´sica de las
vibraciones en el plano, especialmente a altas frecuencias, para contrastar dicha teor´ıa
con los resultados experimentales. Los resultados de esta investigacio´n contribuyen con la
literatura sobre el tema de las vibraciones en el plano de placas, que se pueden encontrar
en [22].
La motivacio´n para el estudio de las oscilaciones de Bloch y el efecto de atrapamiento de
arco´ıris en ondas meca´nicas, es el control de las ondas electromagne´ticas, que se ha logrado
construyendo estructuras artificiales denominadas metamateriales. Es natural pensar, por
ello, en el desarrollo de los ana´logos en metamateriales acu´sticos y meca´nicos, para de
igual manera controlar el sonido y las vibraciones, respectivamente. Excelentes art´ıculos
de revisio´n [23, 24] esta´n disponibles, informando de las sorprendentes propiedades de
estos nuevos tipos de estructuras artificiales. Aunque se han descrito experimentalmente
muchos feno´menos emocionantes y novedosos, como el efecto de atrampamiento de arco´ıris
y el ana´logo de las oscilaciones electro´nicas de Bloch, para los metamateriales acu´sticos, la
demostracio´n experimental en sistemas ela´sticos todav´ıa es inexistente. Las nuevas estruc-
turas para el control de las ondas ela´sticas aun son propuestas teo´ricasya que las vibra-
ciones suelen implicar una mezcla de polarizaciones, acopladas por ser ondas vectoriales, lo
que implica dificultades para medirlas selectivamente. El efecto de atrapamiento del arco
iris, es uno de los feno´menos ma´s interesantes recientemente descubiertos en el campo de la
o´ptica [25]. En este efecto, los paquetes de ondas se frenan poco a poco a diferentes profun-
didades espaciales, dentro de una estructura sinte´tica que ha incorporado un metamaterial
con ı´ndice de refraccio´n negativo. Las profundidades espaciales alcanzadas dependen de
la frecuencia central del paquete de ondas. Desde su descubrimiento en 2007, muchas apli-
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caciones potenciales han sido reportadas como [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 40]. Por
lo tanto, la luz puede ser atrapada o multiplexada usando este efecto [35, 36, 37, 38, 39].
Se ha informado de una demostracio´n de su ana´logo acu´stico mediante el uso de meta-
materiales acu´sticos [41, 42] y cristales fono´nicos [43]. Por otro lado, las oscilaciones
electro´nicas de Bloch se obtienen en los cristales ato´micos cuando se aplica un campo
ele´ctrico DC [55]. Este feno´meno cua´ntico se demostro´ a finales de los ochenta gracias
al descubrimiento de las superredes semiconductoras [56]. Ma´s adelante, el ana´logo de
las oscilaciones de Bloch tambie´n se demostro´ en diferentes estructuras que soportan la
propagacio´n de otros tipos de ondas, como las estructuras diele´ctricas, gu´ıas de ondas, los
a´tomos ultrafr´ıos, los cristales fono´nicos [57, 58, 59], nanoalambres superconductores [60]
y ma´s recientemente en movimiento molecular [61]. Se espera que las oscilaciones de
Bloch ana´logas ocurran en estructuras meca´nicas. Hasta ahora, no hay demostracio´n de
este efecto para ninguna de las diferentes ondas meca´nicas que pueden propagarse sobre
ellas.
El tercer estudio que realizaremos esta´ relacionado al efecto del caos y las simetr´ıas en
el transporte ondulatorio a traves de cavidades cao´ticas. La teor´ıa del caos inicio apenas
hace 50 an˜os y hoy en d´ıa se encuentra en extensa investigacio´n. El estudio de dicha teor´ıa
inclusive ha hecho posible ya la produccio´n de algunos aparatos electrodome´sticos de uso
diario, pero au´n hay mucho trabajo por realizar para comprender en su totalidad este
nuevo campo de investigacio´n. Se cuenta ya con algunos estudios sobre la sensibilidad de
las condiciones iniciales, trayectorias de atractores y repulsores, feno´menos do´nde apare-
cen estructuras fractales, entre otros. En el caso que nos concierne, la universalidad de
las fluctuaciones de la transmisio´n, han sido parcialmente probada experimentalmente en
puntos cua´nticos y cavidades de microondas. Incluso, ha dado pie al desarrollo de nuevos
modelos teo´ricos, que incorporan otros para´metros y que presentan otro tipo de univer-
salidades. Esto ha hecho posible entender el surgimiento nuevos feno´menos como son la
presencia de absorcio´n, la transmisio´n directa y las orbitas perio´dicas, entre otros. Es por
estas y algunas razones ma´s que es necesario comprender el feno´meno en los campos de
la elasticidad.
Como se ha mencionado a lo largo de la introduccio´n, el objetivo principal del trabajo
doctoral es estudiar experimentalmente feno´menos ondulatorios en estructuras ela´sticas
meca´nicas usando la ARS, cuyos resultados son vertidos en el presente escrito y que han
sido organizados de la siguiente forma. En el Cap´ıtulo 2 se describe con detenimiento la
te´cnica experimental de la espectroscopia acu´stica resonante junto con los instrumentos
empleados te´cnica. Tambie´n se presentan detalles de montaje y algunas definiciones que
sera´n de suma importancia a lo largo del la tesis. Para el Cap´ıtulo 3 se da el primer
resultado obtenido, el cual es la medicio´n de las dos polarizaciones de algunos modos
de vibracio´n en el plano de una placa rectangular. La publicacio´n del correspondiente
art´ıculo [63], que sustenta la presente tesis, se da en el ape´ndice D. En el Cap´ıtulo 4 se
presentan tres resultados, en el dominio del tiempo, para las vibraciones torsionales de
tres barras con estructura al enviar un paquete gaussiano. En la primera se muestra el
surgimiento de bandas de frecuencia prohibidas y permitidas. En la segunda se muestra
la emergencia de las oscilaciones de Bloch y en la u´ltima se presenta la aparicio´n del
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feno´meno llamado atrapamiento de arco´ıris para las mismas ondas torsionales. Estos
resultados fueron obtenidos usando la ARS y pero el EMAT detector se remplazo´ por
un vibrometro Doppler. En el cap´ıtulo 5 se exhibe el u´ltimo resultado experimental
para un sistema abierto, como lo es un billar ela´stico bidimensional. Este billar tiene la
particularidad de que, adema´s de ser cao´tico, posee simetr´ıa de reflexio´n tambie´n conocida
como simetr´ıa izquierda-derecha (L-R symmetry). En el cap´ıtulo 6, se dan las conclusiones
de esta tesis y algunas propuestas para la continuacio´n de los experimentos en temas
altamente relacionados. Finalmente en los Ape´ndices se describen, de forma breve, algunas




2.1 Espectroscopia acu´stica resonante
Aunque existen diversas te´cnicas bien conocidas para caracterizar meca´nicamente mues-
tras de materiales, en esta investigacio´n se opta por usar la espectroscopia acu´stica reso-
nante, ARS por sus siglas en ingles, debido a que presenta grandes ventajas con respecto a
otras te´cnicas experimentales. Son varias las que se pueden mencionar, pero destacan de
entre ellas: la posiblilidad de llevar a cabo estudios de materiales ı´ntegros, es decir, no se
requiere destruir o tomar una muestra individual. Y el hecho de controlar las frecuencias
en las que se produce la sen˜al, tanto en sus intervalos como en tiempo de ejecucio´n.
Figura 2.1: En la figura izquierda se observa un esquema simplificado de la espectroscopia
acu´stica resonante (ARS). A derecha se muestran las gra´ficas t´ıpicas de las medidas. En la
curva de la parte superior se ve la amplitud de la respuesta como funcio´n de la frecuencia;
y abajo la fase en funcio´n de la frecuencia.
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La ARS es una te´cnica experimental que, de manera muy general, consiste en producir
vibraciones en una muestra y registrar la respuesta de e´sta, para su ana´lisis y caracter-
izacio´n posterior (Figura 2.1). Luego se compara con un patro´n, espectro conocido o se
contrasta con predicciones teo´ricas.
La te´cnica experimental de ARS, en resumen, consiste de tres etapas: la primera es la
preparacio´n controlada de la sen˜al que generara´ la vibracio´n, la cual se produce usando
un generador de funciones u otro dispositivo, como un analizador vectorial de redes (VNA
del ingle´s vector network analizer). Esta sen˜al armo´nica cambia cuas´ı-esta´ticamente su
frecuencia hasta un ma´ximo de aproximadamente 20 kHz, y se debe potenciar usando un
amplificador de audio. La segunda etapa, es la interaccio´n sin contacto de la sen˜al con la
muestra. Finalmente, en la tercera etapa, se obtiene un espectro inherente a la respuesta
del sistema a la exciacio´n a cada frecuencia del cual se extrae la informacio´n requerida.
2.2 Montaje
2.2.1 Detalles previos al montaje
Un punto importante a tratar es la forma de colocar el sistema. En los estudios que se
van ha realizar, se considera que los sistemas tienen fronteras libres. Por ello, lo ideal es
tener suspendido el sistema sin contacto alguno. Debido a que en el laboratorio esto no
es posible de realizar, el sistema se monta sobre una estructura que minimiza el contacto
y hace posible mantener el peso de un ma´ximo aproximado de 10 kilos. Tal estructura
consta de soportes universales e hilos de nailon que son tensados, cruzados y sujetados a
los soportes.
Figura 2.2: La figura principal muestra el detalle del montaje. Al fondo se observa el
sitio donde se colocan los soportes universales. Como ejemplo de sistema bajo estudio se
muestra una cavidad ela´stica.
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La Figura 2.2 muestra el detalle delc soporte. Este montaje minimiza la superficie
que toca la placa ya que so´lo existen puntos de contacto entre la placa y los hilos. Los
soportes son similares a los empleados en la construccio´n donde se colocan trabes que
distribuyen las cargas a las columnas y mantienen la forma de la estructura. Finalmente
es importante recalcar que el sistema debe ser nivelado para evitar inclinaciones, lo que
produce que se exiten distintos tipos de ondas que no corresponden a las estudiadas debido
a los acoplamientos ela´sticos.
2.2.2 Instrumentos empleados en la ARS
Los instrumentos empleados en el montaje experimental para la caracterizacio´n por ARS
se listan a continuacio´n;
1.-Analizador de redes vectorial, marca Anritsu, mode-
Figura 2.3: Analizador vec-
torial de redes
lo MS4630B. Generalmente este tipo de instrumentos sir-
ven para analizar las propiedades de las redes ele´ctricas,
especialmente aquellas asociadas con la reflexio´n y la trans-
misio´n de sen˜ales, conocidas como para´metros de dispersio´n.
La transmisio´n, para los sistemas usados de esta tesis, se
mide usando un transductor que convierte la vibracio´n
meca´nica (onda ela´stica particular), en un sen˜al ele´ctrica
y viceversa. En este instrumento se miden, entre otras
cosas, la fase y la amplitud de la respuesta como funcio´n
de la frecuencia, tiempos de retardo y propiedades de circuitos electro´nicos (impedancia,
inductancia, etc).
Para la ARS, el VNA es utilizado como un generador de funciones que produce una
sen˜al sinusoidal monocroma´tica de frecuencia f que cuasiesta´ticamente cambia. Tambie´n
es utilizado para filtrar la sen˜al de respuesta eliminado el ruido de fondo generado a dife-
rentes frecuencias con respecto de la frecuencia original f , como lo hace un amplificador
lock-in. Finalmente, es posible observar, en tiempo real, la respuesta de la muestra a cada
frecuencia, como lo hace un osciloscopio. Los datos se transfieren a una computadora us-
ando un puerto GPIB y el programa de automatizacio´n y adquisicio´n de datos phase [62]
en LabView.
2.-Amplificador de audio de alta fidelidad, marca Cerwin-
Figura 2.4: Amplificador de
audio de alta fidelidad
Vega, modelo CV-900. Sistemas ela´sticos de aluminio,
como los que son estudiados en los experimentos, disipan la
energ´ıa del sistema con el medio muy ra´pido y las sen˜ales
se hacen imperceptibles en los detectores. Se usa, entonces,
un amplificador que trabaja en el rango audible ya que son
fa´cilmente disponibles comercialmente y de costo bajo. Adema´s han dado excelentes re-
sultados en los experimentos [1, 2, 63].
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de transductores, denominados comu´nmente como EMATs
por sus siglas en ingle´s, consisten ba´sicamente de dos ele-
mentos, una bobina de cobre y un ima´n, que se colocan en
diferentes arreglos o configuraciones dependiendo del tipo
de vibracio´n que se desea generar de forma preferente o
selectiva.
Las ventajas, de la ARS usando EMATs, con respecto
a otros me´todos para producir vibraciones meca´nicas en
sistemas ela´sticos, son: la excitacio´n y deteccio´n son sin
contacto entre el sistema y los transductores, lo que per-
mite mejorar el control de la vibracion, ya que se evita que
los dispositivos EMATs actu´en como fronteras que afecten los resultados experimentales.
La caracterizacio´n de las propiedades meca´nicas por ARS no destruye los sitemas. Estos
transductores pueden ser usados indistintamente para medir o producir una vibracio´n, es
decir, son invertibles. Los EMATs tienen algunas desventajas por ejemplo: solo pueden
estudiarse materiales paramagne´ticos ya que los transductores operan a trave´s de corri-
entes para´sitas usando los campos magne´ticos de las bobinas e imanes que los constituyen.
Adema´s hay interaccio´n entre EMAT detector y excitador au´n en ausencia de material.
A continuacio´n se profundiza sobre su funcionamiento.
2.2.3 Transductores electromagne´ticos-acu´sticos (EMATs).
Recordemos brevemente los principios de funcionamiento de los EMAT; una explicacio´n
aun ma´s detallada del funcionamiento de estos transductores se da en la referencias [1, 64].
El EMAT, como excitador o generador de vibraciones meca´nicas sin contacto en la
vecindad de un material paramagne´tico, opera de la siguiente manera:
1. Una corriente armo´nica, de frecuencia f , pasa a trave´s de la bobina del EMAT; esto
genera un campo magne´tico B(t) que var´ıa en el tiempo con misma frecuencia f .
2. Debido a la ley de induccio´n de Faraday, en cualquier circuito de un material para-
magne´tico, que este´ cerca de la bobina del EMAT, se generan corrientes para´sitas
locales; estas corrientes tambie´n son armo´nicas de frecuencia F .
3. Las corrientes para´sitas, inducidas en el metal paramagne´tico, interactu´an con el
ima´n del EMAT a trave´s de la fuerza de Lorentz.
4. El efecto de la fuerza de Lorentz sobre el metal se convertira´ en una vibracio´n
meca´nica que se propaga por el material.
Los EMAT son invertibles, i.e., pueden detectar las vibraciones de un metal param-
agne´tico. El transductor electromagne´tico-acu´stico, funcionando como detector, opera de
esta manera:
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1. Se producira´ un cambio de flujo magne´tico en los bucles dentro de un metal para-
magne´tico vibrante cuando el ima´n permanente de EMAT esta´ cerca de e´l.
2. El cambio de flujo, por la ley de Faraday, producira´ corrientes para´sitas en el ma-
terial; estas corrientes oscilan con la frecuencia f del metal vibrante.
3. Las corrientes para´sitas son tambie´n variables en el tiempo. Toda corriente variable
en el tiempo generara´ su propio campo magne´tico alterno. Al acercar un EMAT
detector a este campo magne´tico, una fuerza electromotriz sera´ inducida en la bobina
y sera´ medida por el VNA.
2.2.4 Arreglo instrumental
En la Figura 2.6 se muestra un montaje experimental. A continuacio´n se dan los para´metros
que son utilizados en los instrumentos para estudiar las vibraciones meca´nicas de un sis-
tema ela´stico usando ARS.
1.- El generador de la sen˜al VNA, debe programarse con los siguientes para´metros:
• Intervalo de frecuencia de 200 Hertz en cada corrida.
• 1000 puntos en este intervalo.
• Tiempo de barrido, por intervalo, de 20 minutos.
• Potencia de salida de 10 decibelios.
La frecuencia mı´nima es de 250 Hz y la frecuencia ma´xima de 20 kHz, pero puede cambiar
dependiendo de cada experimento.
2.- Para potenciar la sen˜al, el amplificador de audio consta de dos salidas de potencia
independientes, ambas son conectadas en paralelo, como una sola, para lograr mayor
ganancia, esto se denomina modo puente. La perilla del volumen se coloca a la mitad de
la ma´xima amplificacio´n debido a que, a partir de 3/4 partes y hasta el ma´ximo volumen,
la sen˜al tiende a distorsionarse en estos aparatos.
3.-Despue´s ser amplificada, la sen˜al se dirige a un transductor excitador. Este transductor
tipo EMAT, consta de un ima´n y una bobina construida con alambre de cobre de calibre
18 formando un carrete con 45 mm de dia´metro y 40 mm de largo. El ima´n es de neodimio
con 24000 Gauss, dia´metro de 19 mm y grosos de 9.5 mm.
4.- La onda viaja por el sistema hasta que se establecen patrones de vibracio´n estacionar-
ios.
5.-Se usa un segundo transductor tipo EMAT para medir la respuesta del sistema a la
excitacio´n inicial de frecuancia f . La bobina en este caso tiene 14 mm × 11 mm de
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dia´metro y largo respectivamente. El calibre de cobre es del nu´mero 30, mientras que el
ima´n tiene un dia´metro y grosor iguales a 4 mm y 12000 gauss. Este transductor convierte
ahora la vibracio´n en un voltaje que se registra en el VNA, mostrando la respuesta del
sistema en una gra´fica de amplitud en funcio´n de la frecuencia. Estos datos tambie´n son
almacenados para su posterior interpretacio´n y ana´lisis.
Figura 2.6: Esquema del montaje experimental para ARS. Aqu´ı el sistema ela´stico es
un billar cao´tico sime´trico: primero se genera una sen˜al monocroma´tica de frecuencia
f , controlada al usar un VNA (1), esta´ es potenciada con un amplificador de audio (2).
La sen˜al amplificada se env´ıa a un transductor, denominado EMAT excitador (3), el
cual convertira´ la sen˜al ele´ctrica, de frecuencia f , en vibraciones meca´nicas en el sistema
ela´stico de aluminio (4). Al otro extremo del sistema se coloca un transductor EMAT
que medira´ las vibraciones de respuesta en el medio estudiado (5), convirtiendo ahora
la vibracio´n meca´nica en una sen˜al ele´ctrica. La sen˜al medida es enviada de regreso al
VNA. Los datos experimentales son almacenados en una computadora (6) v´ıa el puerto
USB-GPIB que, a su vez, controla automa´ticamente el experimento. En el recuadro a) se
detalla la composicio´n de un EMAT, cabe destacar que el ima´n no entra en contacto con
la placa. En el recuadro b) se muestra el corte hecho a la gu´ıa de onda para absorber las
ondas.
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2.3 Ondas meca´nicas en barras rectangulares
En las varillas o barras1 se pueden distinguir cuatro
Figura 2.7: Ilustracio´n de
una torsio´n en una barra.
tipos de ondas: compresionales, torsionales, flexionales blan-
das y flexionales duras. U´nicamente las ondas torsionales
son longitudinales, las otras tres son transversales. A con-
tinuacio´n se pondra´ especial enfasis en las vibraciones tor-
sionales de una barra con seccio´n transversal uniforme rect-
angular (ver Figura 2.7), ya que estas sera´n las estudidadas
en el Cap´ıtulo 4.












es la velocidad de las ondas de torsio´n,
dada por Navier [66], con: G, el mo´dulo de cizallamiento; ρ, la densidad de la barra;

















α es un para´metro geome´trico de ajuste (ver referencia [67]). Adema´s h y W son las
dimensiones de la seccio´n transversal de la viga. Dado que la barra esta´ libre en uno de






De igual manera, hay que considerar que, para producir
Figura 2.8: Configuracio´n
del EMAT para torsiones.
las vibraciones torsionales aqu´ı estudiadas, sera´ necesario
modificar la configuracio´n hasta este momento empleada
en un transductor tipo EMAT. Se coloca una bobina sobre
el ancho de la barra y dos imanes perpendiculares a e´sta, se
ubica uno en cada lado de la barra y con sus polos encon-
trados (ver Figura 2.8). Si se pone so´lo un ima´n, se produce
una vibracio´n que comienza con ma´xima amplitud en el lu-
gar donde se situa el ima´n, mientras que, en el lado opuesto
no hay movimiento, generando un movimiento parecido al
de una bisagra y no una torsio´n como es de esperar.
1Se ha llamado varilla a aquella que tiene una seccio´n transversal circular, mientras que una barra o
viga tiene una seccio´n rectangular o cuadrada.
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2.4 Vibraciones en sistemas ela´sticos bidimensionales
Empleando la te´cnica experimental ARS se pueden generar y medir diferentes tipos de
vibraciones en sistemas ela´sticos. En el caso de sistemas bidimensionales, como billares
y placas, se clasifican en general en dos tipos: ondas fuera del plano y ondas dentro del
plano. Para definirlas, se considerara´ que el plano principal, muchas veces llamado el plano
neutro, es aquel formado por las dos dimensiones mayores. Con respecto a este plano, se
considera que las ondas viajeras son fuera del plano cuando la direccio´n de propagacio´n
del vector la onda es perpendicular al vector de desplazamiento de las part´ıculas que
componen el material o a un elemento diferencial del mismo (ondas transversales). A
su vez el desplazamiento de las part´ıculas es perpendicular al plano principal. Mientras
que, las ondas en el plano abarcan dos casos: primero, se tiene la vibracio´n en la que el
desplazamiento de la onda esta´ contenida en este plano y la direccio´n de desplazamiento
de las part´ıculas es paralela al vector de porpagacio´n de la onda (ondas longitudinales),
pero tambie´n esta´ contenida en el mismo plano (ver Figura 2.9). El segundo caso de ondas
en el plano corresponde al caso en que el vector de onda es paralelo al plano principal,
pero esta vez el vector de desplazamiento de las part´ıculas es perpendicular al vector de
porpagacio´n de la onda y asimismo se encuentra contenido en el plano neutro. Es decir,
tenemos ondas longitudinales y transversales en el plano, en ambos casos, tanto el vector
de desplazamiento como el vector de onda se encuentran contenidos en el plano principal.
Para los ana´lisis llevados a cabo en este trabajo se analizan tanto vibraciones fuera del
plano, como dentro del plano. Las configuraciones de los transductores para ondas fuera
y dentro del plano se ilustran en las Figura 2.10.
Figura 2.9: Se muestran dos ejemplos de ondas generadas en un sistema bidimensional.
En la parte izquierda se tienen ondas transversales fuera del plano, mientras que en la
derecha se muestran las compresionales en el plano. Adema´s es posible generar ondas
transversales en el plano.
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Figura 2.10: Dos formas de colocar los transductores EMATs alrededor de la placa para
generar y detectar ondas: a) en el plano y b) fuera del plano.
2.5 Desarrollo experimental para el estudio de pa-
quetes de onda en el dominio del tiempo
En la actualidad es bien conocida la te´cnica experimental ARS en el dominio de la fre-
cuencia, en la que se usan transductores tipo EMAT para detectar y excitar los diversos
tipos de ondas meca´nicas. Con objeto de adaptar esta te´cnica, por sus excelentes resul-
tados, al dominio del tiempo, se desarrollo´ un experimento previo en donde se llevan a
cabo detecciones y excitaciones con tres dispositivos diferentes. Para la excitacio´n se uso
un vibrador meca´nico y un EMAT excitador, mientras que para la deteccio´n se emplea
un interfero´metro la´ser y un EMAT detector. El objetivo principal es encontrar el mejor
conjunto de dispositivos para los experimentos principales. Los comparativos se pueden
ver en las seis gra´ficas de la Figura 2.11.
La excitacio´n y deteccio´n empleando los transductores tipo EMAT es sumamente
selectiva pero presenta la desventaja de producir una sen˜al aun sin estar presente un
medio. Esto produce una l´ınea base de referencia que asciende en funcio´n de la frecuencia,
en el experimento final. Ahora bien al excitar con el vibrador meca´nico, sin importar
como que dispositivo se detecta, se miden vibraciones extras, esto es debidoa que no
es posible desacoplar los diversos tipos de ondas en la placa, adema´s de ser un me´todo
de contacto. Por u´ltimo excitar con EMAT y detectar con la´ser anula la l´ınea base
mencionada con anterioridad y es posible estudiar so´lo las ondas deseadas. Presenta la
desventaja que a frecuencias por arriba de 18 kiloHertz el la´ser comienza a mostrar lecturas
deficientes. Esto se debe a que la amplitud de la onda en la resonancia comienza a decaer
y excede su mı´nimo l´ımite de medida y, adema´s, la superficie donde e´ste apunta, debe
ser completamente reflectante, o mostrara´ lecturas erro´neas. Al analizar los resultados se
considera como la mejor opcio´n excitar usando un EMAT y detectar usando el vibro´metro
la´ser.
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Figura 2.11: Comparativo entre los diferentes dispositivos para excitar y detectar ondas
fuera del plano en una placa de aluminio cuadrada de 30 × 30 cm de 1/4 de pulgada de
grosor. La l´ınea negra corresponde a excitacio´n y deteccio´n usando EMATs, la l´ınea roja
corresponde a excitacio´n usando un EMAT y detectando con el la´ser. Para la l´ınea azul
se tiene la excitacio´n con vibrador y deteccio´n con EMAT y finalmente se tiene en color
verde excitacio´n con vibro´metro y deteccio´n con la´ser.
2.5.1 Instrumentos
1.- NI PXI.- Su utilidad es ma´s gene´rica que la de un
Figura 2.12: PXI de Na-
tional Instruments
VNA, produce la sen˜al enviada a la muestra, controla la
automatizacio´n en la medicio´n, recibe, filtra y almacena la
respuesta y finalmente es posible utilizarla como estacio´n
de trabajo para el ana´lisis de datos (ver Figura 2.12).
2.- Transductor EMAT excitador.- Se usa un EMAT
como el mencionado anteriormente, la diferencia radica en
su configuracio´n, ya que el ima´n se coloca perpendicular a la bobina.
3.- Amplificador de audio de alta fidelidad.- Potencia la sen˜al que se env´ıa a la mues-
tra, en este caso se empleo un aparato similar al usado en el montaje para ARS, marca
Cerwin-Vega y modelo es CV-1200.
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4.- Vibro´metro la´ser Doppler (Fig. 2.13).- Se usa un
Figura 2.13: Vibro´metro
la´ser Doppler
la´ser marca Metrolaser VibroMet 500V para medir las vi-
braciones en las barras propuestas, presenta la ventaja de
no tener contacto con las muestras. Adema´s, no hay una
l´ınea base como en el caso de la deteccio´n con EMATs y su
software integrado, permite automatizar la toma de datos.
Una de sus desventajas aparece al medir por arriba de los
18 kHz, donde ya no le es posible usar el efecto Doppler,
debido a que la vibracio´n es muy pequen˜a, mientras que
los EMATs tienen un rango de medida en frecuencia ma´s
altas [65].
2.5.2 Consideraciones experimentales
En los experimento se usan 4 barras de aluminio 1100 de 4.04 metros de largo de seccio´n
transversal regtangular con 1 cm de grosor y 3 cm de ancho. Tres de estas barras esta´n
constituidas por tres zonas (ver Figura 4.5), en uno de sus costados se tiene un sistema de
atenuacio´n de ondas de 44 cm de longitud, a continuacio´n se tiene una parte sin maquinar
de 2.02 metros de largo y finalmente una zona con estructura que depende del modelo
propuesto por el ca´lculo nume´rico. La primera barra se construyo´ u´nicamente con la cun˜a
de atenuacio´n. Ahora bien, como en el modelo empleado las fronteras son libres, las barras
se suspenden en el aire empleando hilos de nailon colocados en tres posiciones diferentes
y alineadas con un nivel tipo la´ser.
El excitador propuesto es colocado donde comienza el sistema de atenuacio´n. Se
env´ıan al EMAT varios pulsos gaussianos centrados en una sola frecuencia, con ello se
toman varias medidas y se saca un promedio de la respuesta para eliminar ruidos exte-
riores, posteriormente se cambia la frecuencia tomando nuevas lecturas. El intervalo de
frecuencias usado para trabajar comienza en los 3 kiloHertz y termina en 18 kiloHertz.
Los feno´menos analizados se observan con mejores resultados al enviar pulsos con anchura
gaussiana de 500 µs.
Las lecturas, medidas por el la´ser, se registran en la esquina inferior derecha de cada
cuboide (Fig. 4.5), esto es debido a que en las esquinas del cuboide se presenta la ma´xima
amplitud de onda, por ende se puede medir en cualquier otra esquina.
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Cap´ıtulo 3
Modos normales en el plano de una
placa rectangular
En este cap´ıtulo se estudian las vibraciones en el plano de una placa rectangular y los
resultados de las mediciones de las polarizaciones de la amplitud de modos normales en el
plano. Tambie´n se da un resumen del me´todo nume´rico conocido como me´todo de ondas
planas, con el cual fueron calculados los modos normales en el plano.
3.1 Espectro acu´stico resonante de la placa rectan-
gular
Previo a obtener los modos normales, es necesarios conocer las frecuencias en las cuales
aparecen las resonancias que los generan. Las frecuencias se obtiene realizando el espectro
acu´stico resonante de la placa para el tipo de ondas que se desea analizar. Tanto para las
ondas en el plano como fuera del plano, los espectros ya han sido estudiados y reportados
en la referencia [22]. La Figura 3.1 muestra como se colocan los transductores alrededor
de la placa para generar y medir el tipo de onda deseado, de esta manera se obtiene su
espectro acu´stico resonante correspondiente.
3.2 Ecuaciones que rigen las vibraciones en el plano





















donde h y ρ son el espesor y la densidad de la placa, respectivamente. Las variables u(x, y)
y v(x, y) son los desplazamientos en las direcciones X y Y , respectivamente, mientras que
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Figura 3.1: Espectros acu´sticos resonantes de la placa rectangular. En a) se muestra para
ondas fuera del plano, mientras que en b) se tiene para las ondas en el plano.
las tensiones de la placa son:
Nx = C(exx + νeyy),
Ny = C(eyy + νexx),
Nxy = C(1− ν)exy,
(3.2)
donde ν es la razo´n de Poisson y C es la rigidez extensional dada por
C =
Eh
1− ν2 , (3.3)


















3.3 Me´todo de expansio´n en ondas planas
El me´todo de expansio´n de ondas se refiere a una te´cnica computacional para resolver
ecuaciones diferenciales parciales como un problema de valor propio [70]. Este me´todo es
muy popular entre la comunidad que estudia cristales foto´nicos (fono´nicos) para obtener
la relacio´n de dispersio´n de los cristales artificiales [71, 72, 73, 74]. En la referencia [19]
se demostro´ que el me´todo de expansio´n en ondas planas se puede implementar para
resolver la ecuacio´n de Kirchhoff-Love fuera del plano, tambie´n llamada teor´ıa cla´sica
de placas, para sistemas finitos. Este me´todo nume´rico tambie´n es u´til para resolver
la ecuacio´n de onda en plano para sistemas finitos [69]. La principal diferencia entre el
me´todo de expansio´n en ondas planas y otros me´todos nume´ricos, como el de los elementos
finitos, es que las condiciones de contorno no se imponen sino que son ma´s bien simuladas
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mediante la introduccio´n de un segundo medio con distintas propiedades f´ısicas. En este
me´todo se usa una celda rectangular (ver Fig. 3.2) de dimensiones a × b. La placa esta´
situada en el centro de la celda rodeada por un material hue´sped que, para una placa con
extremos libres, imita el vac´ıo y, para una placa con extremos sujetos, imita un medio
extremadamente duro [19].
La celda unitaria se repite perio´dicamente en ambas direcciones y sus para´metros
meca´nicos son reemplazados por una serie de Fourier truncada a N ondas planas. Una
descripcio´n en detalle del me´todo de expansio´n en ondas planas utilizado para calcular









Figura 3.2: A la izquierda se tiene repeticio´n de la placa para utilizar el me´todo de
expansio´n de ondas planas. A la derecha los detalles de la celda unitaria.
3.4 Polarizacio´n de ondas en el plano
Como se menciona en la seccio´n 2.4, las ondas meca´nicas en el plano pueden ser lon-
gitudinales y transversales; en general, en un sistema ela´stico este tipo de las ondas se
encuentran acopladas. Puede verse tambie´n en los te´rminos cruzados de las ecuaciones
(3.1) y (3.2). En los experimentos adema´s, el acoplamiento de las ondas se pueden mirar
en algunos picos de resonancias que no concuerdan con el tipo de onda generado y que
tienen amplitud mucho menor comparadas con el resto (ver Figura 3.3) . Las ondas pu-
ramente longitudinales tendra´n componente en una sola direccio´n y pueden ser medidas
colocando el transductor detector en esa direccio´n, al girar 90 grados el EMAT detector,
la componente sera´ cero. Por otra parte, la onda puramente torsional exhibira´ valores
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u´nicamente en la direccio´n paralela al desplazamiento. Debido al hecho de que las ondas
esta´n acopladas, exhiben componentes en ambas direcciones tal y como lo hace una onda
polarizada. Al colocar un detector orientando el eje mayor del ima´n con el eje mayor de
la placa en un punto sobre ella (ver recuadro (a) de la Figura 3.5), se mide la componente
en la direccio´n u (eje X) y si despue´s se gira 90 grados se obtiene el valor en la direccio´n
v (eje Y ). As´ı se mide la polarizacio´n de la onda en un punto. La resolucio´n de las
ecuaciones (3.1), tambie´n nos dan las componentes en X y Y de tal manera que al final
podemos compararlas.
Figura 3.3: Distincio´n de dos tipos de ondas acopladas en un experimento usando ARS.
3.5 Medicio´n de las amplitudes de onda en el plano
La medida de los componentes u(x, y) y v(x, y) de las
Figura 3.4: Respuesta del
sistema a frecuencia f leido
directamente del VNA.
amplitudes de onda de modo normal en el plano se realiza
como sigue. Las vibraciones en el plano de la placa de alu-
minio se generan usando un EMAT situado en un extremo
de la placa en la configuracio´n de la Figura 3.5. Este dis-
positivo es controlado por el VNA, el cual env´ıa una sen˜al
de barrido alrededor de la frecuencia de resonancia de la
amplitud de onda a medir. Como es bien sabido, trazar la
norma y la fase de la respuesta da un c´ırculo en el plano
complejo; el radio del c´ırculo es proporcional a la amplitud de la onda. Un ejemplo de
este circulo se da en la Figura 3.4. Las mediciones se realizaron en un cuarto de la placa
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en una cuadr´ıcula rectangular. El EMAT mide la aceleracio´n en la direccio´n del eje de la
bobina [75]. La amplitud de onda se mide a continuacio´n utilizando un EMAT situado
sobre la placa; el eje dipolar del ima´n del EMAT es perpendicular al plano X-Y mien-
tras que el eje de la bobina esta´ alineado a lo largo de la direccio´n X o Y para medir la
deformacio´n u o v, respectivamente (ver recuadro b) en la Figura 3.5). Para obtener la
amplitud de onda en la placa completa, los datos medidos se reflejaron en los dos ejes de
simetr´ıa del sistema. En la Figura 3.6 se dan algunas amplitudes de onda de modo normal
y se comparan con las calculadas con el me´todo de expansio´n de onda plana; se obtiene
un muy buen acuerdo. Estos modos normales corresponden a los dados en la Figura 3.6
calculados con elementos finitos.
Figura 3.5: Montaje experimental para medir los modos normales en el plano. En 1) se
genera la sen˜al con un VNA, la sen˜al pasa a 2) donde es potenciada con un amplificador
de audio, la salida llega hasta el transductor excitador en 3). Las vibraciones de la placa
(4) son medidas por un EMAT detector en cada interseccio´n de una malla cuadrada sobre
puesta en la cuarta parte de su superficie. El recuadro a) muestra la configuracio´n del
EMAT detector para medir la deformacio´n en cada cruce de la malla. En el recuadro b),
se observa como se coloca el EMAT para medir en las 2 direcciones.
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3.6 Modos normales
En la Figura 3.6 se presenta, en forma de tabla, los resultados obtenidos para dos modos
normales en sus respectivas frecuencias resonantes, tanto en forma experimental como en
el ca´lculo nume´rico.
Figura 3.6: Componentes de la deformacio´n horizontal u y vertical v, de dos modos
normales en el plano de un placa. La primer fila corresponde al modo a frecuencia 2634
Hz, la segunda fila pertenece al modo a frecuencia 4434 Hz. La primera y la tercera
columna son las mediciones experimentales usando la te´cnica de ARS. La segunda y
cuarta columnas corresponden a la solucio´n nume´rica de las ecuaciones 3.1 usando el
me´todo de ondas planas. La primer y segunda columna corresponden a la polarizacio´n
de u, la tercera y cuarta dan la componente en la direccio´n v.
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Cap´ıtulo 4
Vibraciones en el dominio del tiempo
Existen algunos me´todos de control de las vibraciones que podr´ıan ser utilizados en sis-
temas ela´sticos, como son el control de las frecuencias naturales o resonancias del sistema,
en donde por lo general se an˜ade masa al sistema o se cambia la constante de rigidez.
Tambie´n se usan elementos aislantes de vibraciones los cuales se clasifican en activos, que
esta´n formados por un servomecanismo que incluye un sensor, un procesador de sen˜al y
un actuador, y pasivos, compuestos por un elemento ela´stico y un elemento disipador de
energ´ıa; pasivos como muelles meta´licos, un corcho, un fieltro, un resorte neuma´tico, etc.
Hay tambie´n absorbedores dina´micos de vibraciones o masas auxiliares neutralizadoras
de vibraciones. Estos se llaman tambie´n amortiguadores dina´micos, t´ıpicamente son un
conjunto de masas y resortes an˜adidos al sistema. Por u´ltimo se cuenta con el redirec-
cionamiento de las vibraciones. Se coloca un material, que gu´ıa las vibraciones a zonas en
donde pueden quedar atrapadas para disiparse con el medio, o ser conducidas a donde se
desea. Incluso pueden ser descompuestas en diferentes frecuencias tal y como lo hace un
filtro electro´nico. El estudio aqu´ı propuesto abarca este tipo de control de vibraciones.
Se muestran por primera vez los estudios experimentales realizados para el control de
vibraciones meca´nicas para medios ela´sticos unidimensionales en el dominio del tiempo.
Los tres tipos de control analizados son:
• Filtro de frecuencias.- El cual permite el paso de ciertas frecuencias mientras que
otras son rechazadas (surgimiento de bandas permitidas y prohibidas) usando un
sistema perio´dico.
• Atrapamiento de ondas ela´sticas.- Al producirse una vibracio´n, e´sta queda atrapada
en una zona de la barra hasta su disipacio´n (surgimiento de las oscilaciones de
Bloch). Con ello puede evitarse, por ejemplo, que las vibraciones lleguen a zonas
no deseadas que puede deteriorar o dan˜ar una ma´quina y por otro lado se pueden
canalizar vibraciones hacia otra parte donde pueden ser aprovechadas.
• Redireccionar vibraciones.- La oscilaciones en ciertas frecuencias son regresadas o
llevadas a otras zonas (aparicio´n del efecto de atrapamiento de arco´ıris meca´nico),
en donde una vibracio´n se dispersa en distintas partes de un sistema como funcio´n
de sus componentes en frecuencia.
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4.1 Fundamento teo´rico
Para homogeneizar los te´rminos empleados al nombrar las diferentes partes de una barra
estructurada. En la Figura 4.1 se establece la denominacio´n que se emplea aqu´ı.
Figura 4.1: Partes de la barra con estructura. La figura de la parte superior muestra las
tres zonas principales de las que se compone la barra. En la figura media se resalta, en
tono gris, la seccio´n donde se definen los principales componentes de una celda unitaria
en la estructura.
Como se ve en la Figura 4.1, las barras constan de tres zonas: la zona amortiguada
atrapa y atenu´a las vibraciones que provienen de la estructura y de la zona lisa, evitando
que las ondas reboten y regresen a dicha estructura, produciendo interferencias y patrones
estacionarios. La zona lisa es una gu´ıa de ondas ela´stica de 2 metros de longitud, la cual es
necesaria para generar ah´ı un paquete de ondas torsionales y enviarlas hacia la estructura.
La zona estructurada representa un segundo medio ela´stico diferente de la zona lisa, en
donde la onda sufren dispersio´n. Las celdas unitarias de las que esta compuesta dicha
estructura cambiara´ dependiendo de aquello que se requiera estudiar.
La estructura, en cada barra, esta´ constituida de cuboides (costillas) que ira´n cam-
biando de longitud, pero no su altura ni su anchura. Estos se acoplan entre s´ı, y a la
zona lisa, mediante cuboides ma´s pequen˜os de dimensio´n constante, llamados muescas.
La longitud de la costilla, se construye llevando a cabo el llamado modelo de barra inde-
pendiente [67]. Se sabe que la expresio´n para encontrar las frecuencias de resonancias de






donde fnm es la m–e´sima frecuencia resonante del n–ene´simo cuboide, cn es la velocidad
torsional, ln es su longitud y m = 0, 1, 2, ... representa el nu´mero de modo de cada cuboide.
Para observar los feno´menos de control de vibraciones propuestos, es necesario que las
frecuencias de los cuboides sean equidistantes. Por tanto, de la ecuacio´n (4.1), es notorio
que se puede cambiar la longitud ln o es posible variar la velocidad de la onda. La
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Ahora bien, como se menciono´ antes, se desea que las frecuencias de los modos resonantes
este´n equidistantes, es decir,
∆fnm = f
n+1







debe ser constante. Esta ecuacio´n es independiente de el ı´ndice n; y con ello la ecuacio´n
emp´ırica (4.2) queda justificada. De aqu´ı es posible graficar la frecuencia de los modos
resonantes como funcio´n del para´metro γ como se ve en la Figura 4.2.
El espectro de bandas de los modos de torsio´n para la estructura chirpeada como
funcio´n del para´metro γ, se obtuvo nume´ricamente, utilizando el me´todo de matriz de
transferencia (TM) [65]. Los ca´lculos se realizaron considerando una viga de aluminio
con extremos libres y compuesta por una pieza uniforme con una longitud de 203 cm.
La parte estructurada fue determinada usando `0 = 9.2 cm. La dina´mica de niveles en
funcio´n del para´metro γ se muestra en la Fig. 4.2. Para γ = 0 se puede observar una
estructura de bandas t´ıpica de un sistema perio´dico. Dado que se utiliza una superficie
libre en ambos extremos de la viga, se produce una banda que comienza a frecuencia
cero. Luego las brechas y bandas aparecen secuencialmente con la frecuencia. Para γ = 0
la primer brecha se encuentra aproximadamente entre 6,5 kHz y 9,5 kHz. Esta u´ltima
frecuencia define el comienzo de la segunda banda, que termina en ≈ 13.5 kHz.
Para valores crecientes de γ, la Fig. 4.2 muestra que los niveles en una banda particular
comienzan a separarse linealmente. Las bandas se hacen ma´s anchas y las brechas ma´s
estrechas. En la segunda banda, tres reg´ımenes diferentes esta´n claramente definidos.
El primero corresponde a los valores γ ≈ 0. En este re´gimen la densidad de niveles es
inhomoge´nea y tiene ma´ximos cercanos a los bordes de la banda; esto es una reminiscencia
del sistema perio´dico original. El segundo re´gimen aparece en 0.03 < γ < 0.065 donde
la densidad de niveles dentro de la banda, para un valor fijo de γ, es aproximadamente
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homoge´nea, i.e., los niveles son casi igualmente espaciados. El espectro tipo escaleras de
Wannier-Stark domina este re´gimen [67]. El tercer re´gimen aparece cuando las bandas
vecinas ma´s cercanas comienzan a superponerse. Por lo tanto, despue´s de un valor cr´ıtico
del para´metro γ el tunelaje Zenner entre las bandas podr´ıa ser observado en forma de un
pico de transmisio´n mejorado [57, 76]. Los resultados presentados aqu´ı corresponden a
los dos primeros reg´ımenes.
En la Figura 4.2, que muestra el espectro de frecuencias del sistema como funcio´n de
γ, se pueden ver l´ıneas horizontales las cuales corresponden a modos normales asociados
a la zona lisa de la barra. Cuando la zona con estructura es perio´dica tiene costillas
de la misma longitud y γ = 0, aparecen entonces bandas de frecuencias permitidas y
prohibidas. En la zona comprendida entre 0 < γ < 0.03 los niveles no equidistan por lo
que hay translape de niveles y no es posible encontrar los fenomenolog´ıa aqu´ı estudiada.
A partiar de γ = 0.03 se observa que los niveles comienzan a separecer de manera lineal en
la segunda banda y es posible observar el feno´meno de atrapamiento de arco´ıris meca´nico.
Cuando se pasa a γ = 0.06 se notan mejor los espaciamientos de niveles en la misma
segunda banda y en donde aparecen las oscilaciones de Bloch. El eje de las ordenadas se
muestra por encima de los 20 kHz ya que el alcance experimental se encuentra en el rango
audible.
Figura 4.2: Estructura de bandas como funcio´n del para´metro γ, de las barras con
muescas.
25
4.2 Dina´mica de paquetes de ondas en barras estruc-
turadas: simulacio´n nume´rica
La evolucio´n temporal de las amplitudes de onda es calculada usando el me´todo de la
matriz de transferencia (MMT) discutido con excelentes resultados en la referencia [65].
E´ste me´todo consiste en calcular alrededor de 500 modos normales de un sistema completo.
Despue´s se expande un paquete de ondas inicial en terminos de los modos normales
calculados y finamente se calcula su evolucio´n temporal. El me´todo nume´rico se probo´
con varios sistemas como las gra´ficas obtenidas en la Figura 4.3. El paquete de vibraciones
torsionales es enviado es como un pulso Gaussiano centrado en una frecuencia f .
Figura 4.3: Simulacio´n nume´rica de la dina´mica de un paquete de onda en una barra uni-
forme obtenidas con el formalismo de la matriz de transferencia. En el recuadro muestra
el taman˜o de la barra simulada. Tiempo vs posicio´n se puede ver claramente el rebote
con el extremo de la barra y medir su velocidad.
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Figura 4.4: Dina´mica del paquete de ondas en una barra con una muesca. Al encontrarse
con la muesca, el paquete se divide generando una onda reflejada y otra transmitida al
otro lado de la muesca.
4.3 Montaje experimental para barras estructuradas
En la Figura 4.5 se observa la disposicio´n instrumental llevada a cabo para las barras
estructuradas. El detalle de la cun˜a en un extremo, dada su importancia, se muestra en
la Figura 4.6.
4.4 Resultados experimentales
En cada una de las siguientes subsecciones se muestran las dimensiones de maquinacio´n
hechas empleando el diagrama de la Figura 4.2 de la seccio´n nume´rica. Adema´s se da una
breve explicacio´n del efecto que se desea probar.
4.4.1 Barra lisa
Antes de construir los sistemas con estructura, se utiliza una barra lisa de seccio´n transver-
sal rectangular a la que u´nicamente se le fabrica una cun˜a en uno de sus extremos, con
las dimensiones geome´tricas indicadas en las Figuras 4.6 y 4.7. Los objetivos son:
1. Comprobar o medir experimentalmente la velocidad de las ondas torsionales en
aluminiopara barras de seccio´n transversal rectangular.
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Figura 4.5: Montaje experimental. En (1) se tiene el PXI que genera el pulso gaussiano,
adquiere y almacena los datos. En 2) se tiene un amplificador de audio que potencia la
sen˜al y la env´ıa al EMAT en (3) el transductor produce la onda torsional meca´nica que
viaja a trave´s de la barra (4). El vibro´metro la´ser (5) mide la sen˜al de respuesta la cual
regresa al PXI. Adema´s, la figura muestra en A el sistema pasivo de absorcio´n de ondas
junto con la cun˜a. Por u´ltimo se tiene la longitud `n de la costilla n–e´sima calculada con
la ecuacio´n 4.2.
Figura 4.6: Dimensiones del corte en forma de cun˜a realizado en un extremo de las barras.
2. Probar que realmente el sistema de absorcio´n pa´sivo disen˜ado atrapa la onda y la
amortigua para que no regrese al sistema, interfiriendo con las vibraciones que se
desean medir.
3. Seleccionar un adecuado taman˜o del ancho del pulso gaussiano.
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Todos los experimentos subsecuentes la excitacio´n se realiza en el extremo de la barra
despue´s de la cun˜a. Las medidas se van tomando cada 10 cm a lo largo de la barra simple,
comenzando desde el extremo opuesto a la cun˜a y terminando muy cerca de la excitacio´n.
Figura 4.7: Detalles de las dimensiones f´ısicas de la barra lisa o barra simple.
4.4.1.1 Resultados barra lisa
En la Figura 4.8 se muestran algunos de las medidas experimentales a lo largo de la
barra simple cuando un pulso torsional gaussiano viajando a trave´s del sistema con tres
diferentes anchos (columnas) y centrado en las frecuencias de 4 y 8 kiloHertz (filas).
El primer efecto observado, como era de esperarse, es que el ancho del paquete, eje del
tiempo, crece. Para seleccionar un ancho de paquete adecuado se toman en cuenta algunos
factores: el pulso enviado al llegar a la estructura sufrira´ reflexio´n y refraccio´n, por ello la
reflexio´n no debe interferir con la onda original reflejada en un extremo, el ancho no debe
abarcar muchas frecuencias pues pueden existir feno´menos de borde cuando se analizan las
bandas y los gaps, por otro lado, un pulso muy angosto no permite observar los feno´menos
de atrapamiento de arco´ıris y oscilaciones de Bloch; los experimentos muestran que el
ancho adecuado es de aproximadamente de 500 µs.
La primer columna de la Figura 4.8, correspondiente a una frecuencia centrada de4 kHz,
revela que la cun˜a no es muy eficiente a bajas frecuencias, ya que es posible ver la vi-
bracio´n en forma de V con menor amplitud. Este rebote no es deseable para los objetivos
experimentales de estos estudios, por ello se agrega un sistema de absorcio´n pasivo de
ondas, que elimina casi en su totalidad la onda reflejada.
Por u´ltimo, en algunas de las gra´ficas surgen l´ıneas que no esta´n en concordancia con
el resto de los datos apareciendo amplitudes o vibraciones en otras zonas de la gra´fica,
indicada por una flecha en la Figura 4.8. Esto se debe a que la barra no esta completamente
pulida y tiene imperfecciones en su superficie, as´ı cuando el la´ser toma las lecturas en esa
zona muestra resultados erro´neos.
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Figura 4.8: Las flechas rojas muestra una zona donde el la´ser tomo´ lecturas con errores.
Con los datos adquiridos para esta barra, es posible calcular la velocidad de la onda
torsional experimentalmente y con ello corroborar el dato introducido en los ca´lculos
nume´ricos. El ca´lculo se realiza a partir de la Figura 4.9, donde se observa que el pulso
tarda 3 ms en recorrer toda la barra y regresar al punto de origen, la velocidad corresponde
a 1867.04 m/s.










Figura 4.9: Las l´ıneas verdes continuas muestran el pulso original enviado y el pulso que
regresa al origen tiempo despue´s. El recuadro superior muestra los ma´ximos de dicho
pulso al ser enviado y su regreso.
4.4.2 Barra estructurada perio´dica
La primera barra estructurada se disen˜a con una estructura perio´dica en uno de los ex-
tremos, sus dimensiones se muestran en la Figura 4.10.
De acuerdo a la gra´fica de la Figura 4.2, cuando el campo γ = 0, se tienen intervalos
de frecuencia en donde las vibraciones atraviesan la estructura, llamadas bandas de trans-
misio´n e intervalos de frecuencia donde las vibraciones no pueden atravesar la estructura,
denominadas comu´nmente como brechas. Vale la pena recordar que el ca´lculo nume´rico
se lleva a cabo u´nicamente hasta los 22 kHz debido a que los instrumentos de medicio´n
trabajan en el rango audible.
Las tres primeras bandas de transmisio´n, obtenidas por el ca´lculo nume´rico para la
estructura perio´dica, se encuentran en,
Banda

Primera 0 Hz hasta 6 kHz,
Segunda 9 kHz hasta 13 kHz,
Tercera 19 kHz hasta 22 kHz.
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Figura 4.10: Dimensiones de la barra perio´dica.
Mientras que las tres primeras zonas prohibidas estan en,
Brechas

Primera 6 Hz hasta 9 kHz,
Segunda 13 kHz hasta 19 kHz,
Tercera 22 kHz hasta no definido.
Opuesto a lo que pasa en estado so´lido, para una estructura meca´nica perio´dica, se
puede ver fa´cilmente que mientras las banda de transmisio´n se hacen mas pequen˜as con-
forme aumenta la frecuencia, las bandas prohibidas comienzan a crecer.
4.4.2.1 Resultados experimentales barra perio´dica
Los experimentos se realizaron en el intervalo de frecuencias, centrando el paquete gaus-
siano desde 3 kHz a 20 kHz. Los resultados ma´s significativos se muestran en las Figuras
4.11 y 4.12, en donde las filas nos muestran una banda de transmisio´n seguida de una
banda prohibida. As´ı, es posible analizar la fenomenolog´ıa suscitada en las dos primeras
bandas y los dos primeros gaps.
¿Que´ sucede cuando la frecuencia central del pulso gaussiano corresponde a una fre-
cuencia de la banda permitida?. La vibracio´n se produce en la regio´n uniforme y viaja
con velocidad constante. Al llegar a la frontera con la estructura, parte de la vibracio´n
es transmitida y parte reflejada, tal y como sucede en feno´menos ondulatorios de propa-
gacio´n de la luz, del sonido, etc, al llegar a una interfase. La onda torsional meca´nica
que entra a la estructura perio´dica cambia su velocidad, a manera de transmitirse con un
segundo material, viaja hasta llegar al fondo de la estructura y regresa hasta encontrarse
de nuevo con la frontera de la regio´n uniforme. Una vez ma´s, hay divisio´n de la onda
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Figura 4.11: En la segunda columna se muestra una representacio´n esquema´tica de la
barra para poder observar de mejor forma los rebotes en las fronteras entre la estructura
y la zona homoge´nea. En (a) y (b) la estructura es capaz de permitir la transmisio´n del
paquete, mientras que en (c) y (d) la estructura no permite el viaje del paquete el cual
rebota generando bandas de transmisio´n prohibidas.
viajera en dos partes, transmisio´n y reflexio´n. El feno´meno se observa claramente en las
4 gra´ficas cuya frecuencia central eata´ en las bandas de transmisio´n (ver Figura 4.11 en
4 y 5 kiloHertz y Figura 4.12 en 11 y 12 kiloHertz). Para un pulso centrado en 5 kHz, la
vibracio´n que rebota con el fondo de la estructura, al llegar al l´ımite de la estructura y la
regio´n uniforme muestra una reflexio´n muy tenue.
Las cuatro gra´ficas restantes de las Figuras 4.11 y 4.12, muestran la evolucio´n temporal
de pulsos gaussianos centrados en frecuencias en donde se tiene una banda prohibida o
brecha. Al igual que en el caso anterior, se env´ıa la vibracio´n torsional desde la regio´n
uniforme. El pulso viaja con la misma velocidad que la exhibida en los casos de las bandas
permitidas hasta llegar al inicio de la estructura perio´dica. Se puede observar claramente
como la vibracio´n choca en la interfaz y rebota. Esto produce que la vibracio´n no se
transmita a la estructura perio´dica generando zonas de frecuencia en las cuales no es
posible que el paquete viaje al fondo de la barra.
De estas mismas figuras es posible analizar, de manera cualitativa, como la amplitud
de la vibracio´n decae a medida que la frecuencia se aumenta debido a que se requiere
mayor energ´ıa para producir la vibracio´n torsional. Esto es visiblemente claro en las
zonas donde no hay vibracio´n, ya que el ruido de fondo comienza a aparecer en un tono
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Figura 4.12: Dina´mica de un paquete de ondas en la segunda banda y la segunda brecha.
de color similar al de la vibracio´n en forma de V invertida.
Las muestras con para´metros chirp γ = 0.03 y 0.06 constan de 20 celdas con longitud
variable `n, determinadas por la Ec. (4.2) con ` = 92 mm. Estas estructuras chirpeadas
exhiben los dos comportamientos no intuitivos de gran intere´s que son: el atrapamiento
meca´nico de arco´ıris y las oscilaciones meca´nicas de Bloch. El paquete de ondas con un
ancho inicial de 0.5 ms tiene una frecuencia central, fC que se ira cambiando. La anchura
utilizada en el dominio del tiempo implica que el paquete de ondas tiene un ancho espacial
de 0.875 m en la parte uniforme de la barra ya que la velocidad de las ondas de torsio´n
en la barra es c = 1750 m/s.
Estudiemos ahora el caso de las estructuras chirpeadas donde se ha caracterizado el
ana´logo meca´nico de las oscilaciones electro´nicas de Bloch.2
4.4.3 Oscilaciones de Bloch en medios ela´sticos meca´nicos
Las oscilaciones de Bloch fueron observadas en otros sistemas [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32,
33, 34]. En medios ela´sticos se han probado las escaleras de Wannier-Stark, las cuales
corresponden al mismo feno´meno, en el dominio de la frecuencia. Se presenta aqu´ı, por
primera vez el estudio de las BO (oscilaciones de Bloch) para ondas meca´nicas torsionales
en un barra rectangular con la geometr´ıa mostrada en la Figura 4.13 .
2Los siguientes dos resultados experimentales se presentan en 2D para poder comparar con los ca´lculos
nume´ricos.
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En el diagrama de la Figura 4.2, la segunda l´ınea vertical corresponde al espectro para
un valor de γ = 0.06. Se observa que la segunda banda esta entre 14 kiloHertz y 16
kiloHertz. Se mostrara´ que en el centro de dicha banda es donde se presenta el feno´meno
de las BO.
Figura 4.13: Dimensiones de la barra que muestra las oscilaciones de Bloch.
Las oscilaciones meca´nicas de Bloch esta´n apareciendo claramente en el segundo
re´gimen (0.03 < γ < 0.065), cuando la separacio´n entre los niveles en la segunda banda es
constante. Para ambos reg´ımenes (γ > 0), el modelo anal´ıtico simple, dado el la seccio´n





Para el para´metro γ considerado (6 %) la separacio´n predicha es δfB ≈ 610 Hz, en
buen acuerdo con la separacio´n obtenida usando el me´todo de la matriz de transferencia,
∆f (TM) = 600 Hz.
La dina´mica del paquete de ondas se muestra en la Figura 4.14, donde se observa
un comportamiento oscilante dentro de la zona estructurada de la barra. Los gra´ficos
de la columna izquierda (derecha) corresponden a los datos experimentales (simulaciones
nume´ricas) obtenidos para la propagacio´n de paquetes de ondas con dos frecuencias cen-
trales fc diferentes, dentro de la segunda banda permitida. El per´ıodo medido de la
oscilacio´n de Bloch es ≈ 1.6 ms en ambos casos, en buen acuerdo con las predicciones del
me´todo de la matriz de transferencia, TB = 1/δf
(TM)
B ≈ 1.66 ms y el modelo anal´ıtico,
para el cual TB = 1/δfB ≈ 1.64 ms, este tiempo es u´nico para cada banda. Este feno´meno
es la versio´n meca´nica de las oscilaciones electro´nicas de Bloch. Tambie´n se observa en
la Figura 4.14 que una pequen˜a porcio´n de la energ´ıa del paquete de ondas se filtra hacia
la parte uniforme del sistema. Sin embargo, el feno´meno es muy robusto y se observan
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claramente cuatro oscilaciones. Las oscilaciones de Bloch se observan mejor en los gra´ficos
experimentales, debido a el uso de un sistema de aislamiento pasivo de vibracio´n usado
para atenuar la onda que se propaga al lado derecho de la viga. Observe que las simu-
laciones nume´ricas de las figuras (b) y (d) tambie´n muestran mu´ltiples reflexiones en la
parte uniforme de la barra.
Figura 4.14: Las oscilaciones de Bloch son evidentes en un haz con una estructura
chirpeada (γ = 0.06). Las columnas izquierda y derecha corresponden a los resulta-
dos experimentales y nume´ricos, respectivamente. En los casos (a) y (b) el paquete de
ondas tiene una frecuencia central fC = 14, 5 kHz; En los casos (c) y (d) fC = 15.0 kHz.
4.4.4 Atrapamiento de arco´ıris meca´nico
Ahora, discutamos la muestra con γ = 0.03, cuyo per´ıodo de oscilacio´n esperado, de
acuerdo con la Ec. (4.6), es TB = 3.3 ms. El feno´meno de atrapamiento de arco´ıris
adquiere su nombre debido a que al llevar a cabo el experimento se dirige un haz de
luz hacia una estructura con un cierto gradiente de profundidad. A medida que el haz
penetra, comienza a descomponerse en diferentes longitudes de onda, lo que produce que
los colores sean atrapados en diferentes segmentos de la muestra [25].
La barra se construye con el disen˜o de la Figura 4.15
Para el caso de una barra ela´stica, se observa que la dina´mica de un paquete gaussiano
penetra hasta cierta profundidad en la estructura y rebota. A medida que se cambia
poco a poco la frecuencia fc central aumentandola, el paquete gaussiano va penetrando
a diferentes profundidades a lo largo de la estructura para despue´s rebotar y salir de la
estructura (ver Figura 4.16).
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Figura 4.15: Esquema de las dimensiones de la barra estructurada con γ = 0.03, que
exhibe el efecto de atrapamiento de arco´ıris meca´nico para ondas torsionales.
Los resultados correspondientes se muestran en la Fig. 4.16. Es notable que, en lugar
del comportamiento oscilatorio, el paquete de ondas se refleja a diferentes profundidades
dentro del sistema estructurado, cuando la frecuencia central fC se cambia dentro del rango
de frecuencias de la segunda banda. El paquete de ondas penetra ma´s profundamente en
la barra al aumentar los valores de fC. Esta observacio´n puede ser considerada como el
resultado ma´s importante de este cap´ıtulo ya que no so´lo representa el ana´logo meca´nico
del efecto de atrapamiento de arco iris, sino que tambie´n da la ubicacio´n, dentro de la
estructura meca´nica, en la que comienzan a desarrollarse las oscilaciones de Bloch. En
este caso, el paquete de ondas contiene una oscilacio´n rectificada dentro de la regio´n
estructurada. En otras palabras, la onda que viaja de regreso llega primero a la interfaz
donde se transmite parcialmente a la regio´n homoge´nea y parcialmente se refleja hacia
la estructura, como se ve en los paneles izquierdos de la Fig. 4.16, que describen la
caracterizacio´n experimental.
Las simulaciones nume´ricas de la evolucio´n temporal del paquete de ondas, que se
muestran en los paneles de la derecha de la Fig. 4.16, confirman las observaciones expe-
rimentales. Tambie´n se puede notar que el per´ıodo observado en las Figs. (c), (e) y (g)
esta´ aumentando con la frecuencia hasta llegar a 0.8 TB que es el caso l´ımite y donde
comienzan las oscilacio´n de Bloch con su per´ıodo correspondiente TB. Este es un nuevo
tipo de oscilacio´n, una oscilacio´n de tipo arco´ıris-Bloch rectificada, ya que su per´ıodo es
ma´s grande, a frecuencias mas altas como el efecto de atrapamiento de arco´ıris.
La aparicio´n del atrapamiento de arco´ıris en la viga con un para´metro γ ma´s pequen˜o
puede explicarse en te´rminos de la estructura perio´dica local utilizando el modelo de barra
independiente [67] como sigue: en este caso, el sistema puede considerarse como un cristal














Figura 4.16: El atrapamiento del arco iris es evidente en una estructura meca´nica con
γ = 0.03. Las columnas izquierda y derecha corresponden a los resultados experimentales
y nume´ricos, respectivamente. La frecuencia central fc del paquete de ondas es 9 kHz
para los casos (a) y (b), 10 kHz para los casos (c) y (d), 11 kHz para los casos (e) y
(f) y 12 kHz para los casos (g) y (h). Las flechas indican la profundidad de penetracio´n
predicha por el modelo de barra independiente.
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estructura. Por lo tanto, la onda que viaja dentro de este cristal cuasi-perio´dico se esta´
ralentizando gradualmente, ya que la frecuencia de onda que se esta´ propagando se esta´
acercando a las brechas locales [43].
A grandes rasgos, las escaleras de Wannier-Stark asociadas a una banda dada j
pueden considerarse como una serie de mini brechas, o brechas locales, determinados
por la condicio´n de Bragg k`n = jpi para la celda n y siendo k el nu´mero de onda; aqu´ı
j = 1, 2, . . . define el orden de la banda. Para la banda de intere´s, j = 1, y junto con la
Ec. (4.2), es posible mostrar que un paquete de ondas con frecuencia central fC penetra













y j = 1, corresponden a la segunda banda en la gra´fica de la Fig. 4.2. En
la ecuacio´n anterior se supone que fC ≈ fn = c2`n . Esto da la penetracio´n del paquete
de ondas. En esta posicio´n sera´ completamente resonante y, para frecuencias ma´s altas,
estara´ completamente reflejada y comenzara´ a oscilar con un per´ıodo Bloch determinado
por la ecuacio´n (4.6). Como se ha explicado anteriormente, la estructura es demasiado
pequen˜a y el campo efectivo representado por el para´metro γ es muy pequen˜o, mante-
niendo u´nicamente las oscilaciones del arco´ıris del paquete de ondas dentro de la regio´n
estructurada de la barra. Las longitudes de penetracio´n predichas por la ecuacio´n (4.7)
esta´n marcadas por flechas en la Fig. 4.16, mostrando un buen acuerdo con la observacio´n
experimental en vista del modelo tan simple empleado en su derivacio´n.
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Cap´ıtulo 5
Transporte ondulatorio a trave´s de
billares cao´ticos con simetr´ıa de
reflexio´n
El objetivo principal de este cap´ıtulo es el estudio de las fluctuaciones de la transmisio´n a
trave´s de dos cavidades bidimensionales. Esto nos llevara´ a comprobar las propiedades de
la universalidad de las fluctuaciones de la transmisio´n que corresponde a un sistema con
simetr´ıa de reflexio´n especular comparando los resultados experimentales con los modelos
teo´ricos. En este cap´ıtulo se introducen las herramientas para analizar las fluctuaciones de
la transmisio´n. Las universalidades pertinentes a estos casos son explicadas, en resumen,
en la seccio´n 5.1 para los casos de uno y dos modos de transmisio´n, mientras que un
ana´lisis teo´rico ma´s detallado de estos modos de transmisio´n y de las propiedades de la
matriz de dispersio´n, se dan en los ape´ndices B y C, respectivamente. Antes de realizar
los experimentos es necesario disen˜ar y construir, en placas de aluminio, las dos cavidades
cao´ticas, detalles conceptuales previos se presentan en la seccio´n 5.2, y el tipo de cavidades
junto con algunas especificaciones son tratados en la seccio´n 5.3. El montaje experimental
de cavidades e instrumentos se explico´ en la seccio´n 2.1, concretamente en la Figura 2.2,
mientras que la te´cnica experimental desarrollada para producir el transporte de ondas
a trave´s del billar para su ana´lisis posterior se dan en la seccio´n 5.4. En la seccio´n 5.5
y 5.6, se analizan los datos y se dan los resultados. En la u´ltima seccio´n, se justifica
experimentalmente el efecto de la absorcio´n en las fluctuaciones de la transmisio´n.
5.1 Universalidad de las fluctuaciones de la trans-
misio´n
Al enviar una onda hacia una cavidad se sabe que parte de la onda se refleja, parte se
disipa y parte se transmite. Experimentalmente hablando no es posible aun medir la
reflexio´n y la disipacio´n con el medio circundante. El me´todo experimental ARS nos
hace posible medir la transmisio´n observando la amplitud de la onda como funcio´n de la
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frecuencia y la fase. Debido al caos, existen fluctuaciones importantes en esta cantidad al
realizar un mismo experimento en repetidas ocaciones, mientras que en un medio que no
exhibe caos, se tiene un patron u´nico y repetible. Por lo tanto, so´lo se puede realizar un
ana´lisis estad´ıstico sobre la amplitud de la transmisio´n. Esta amplitud de la transmisio´n,
estudiada en su distribucio´n estad´ıstica, debe seguir una curva teo´rica que ya ha sido
probada usando otro tipo de sistemas y de ondas, es decir, la transmisio´n en cavidades
cao´ticas solo depende de su simetr´ıa. Por ello se dice que e´sta es una propiedad universal.
Un material tiene diversas propiedades ya sean f´ısicas, meca´nicas, qu´ımicas, entre
muchas otras, a partir de las cuales puede ser caracterizado de manera u´nica. As´ı por
ejemplo, al cambiar un metal por otro, con las mismas dimensiones y geometr´ıas, el mo´dulo
de Young cambia por que el material es ma´s o menos flexible adema´s, por supuesto, de su
estructura ato´mica. En ese mismo sentido es natural pensar que al estudiar la transmisio´n
ondulatoria, e´sta es una propiedad que caracteriza a los sistemas en los diferentes tipos de
cavidades cao´ticas, no tendr´ıan por que tener un cara´cter general que involucre a todas
debido a que los taman˜os, el tipo de onda e incluso la geometr´ıa, suelen ser completamente
distintos. Sin embargo comprueba que las fluctuaciones de la transmisio´n ondulatoria so´lo
dependen de que el sistema sea cao´tico, y en particular que tenga una simetr´ıa de reflexio´n
especular.
En trabajos recientes [3] se ha mostrado la universalidad correspondiente para cavi-
dades ela´sticas sin simetr´ıa. De esta forma se esta´ comprobando que las fluctuaciones de
la transmisio´n ondulatoria son universales y no tienen dependencia del taman˜o, el tipo
de onda e incluso la geometr´ıa, y so´lo dependen de que el sistema sea cao´tico, de cuantos
modos de transmisio´n contribuyen a la transmisio´n (seccio´n 5.2) y, en nuestro caso de que
exista simetr´ıa de reflexio´n especular.
Figura 5.1: Curvas teo´ricas de las estad´ısticas esperadas, cabe notar que ambas tienen
simetr´ıa con respecto al promedio de T .
La conductancia, de acuerdo a la formula de Landauer-Bu¨ttiker, es proporcional a la
transmitancia T = tr|tt†|. Para el caso de los sistemas caot´ıcos con simetr´ıa de reflexio´n,
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la transmitacia es proporcional a T = |t|2 donde la amplitud de transmisio´n t es medida
directamente de los experimentos realizados. Usando la teor´ıa de matrices aleatorias
[77, 78, 79] se ha encontrado que la probabilidad de T es [80, 81]




T (1− T ) ; 0 ≤ T ≤ 1, (5.1)
para un modo de transmisio´n a trave´s de cavidades cao´ticas con simetr´ıa especular, mien-
tras que, para dos modos de transmisio´n abiertos se tiene






T (2− T )
|1− T | ; 0 ≤ T ≤ 2. (5.2)
Como es de esperarse ambas estad´ısticas son sime´tricas debido a la simetr´ıa de las cavi-
dades. Adema´s para el caso de un canal se tiene una divergencia en T = 0 debido a la
localizacio´n de´bil y un pico en T = 1 que viene de la simetr´ıa de espejo. Para dos modos
de transmisio´n el pico en T = 1 tambie´n aparece (ver 5.1).
5.2 Modos de transmisio´n meca´nica a trave´s de gu´ıas
de onda ela´sticas
A continuacio´n se muestran algunos conceptos necesarios para la construccio´n de las
cavidades.
Con la finalidad de probar la universalidad del transporte meca´nico a trave´s de la
cavidad ela´stica cao´tica, se construyen dos gu´ıas de onda acopladas al billar. La finali-
dad de la primer gu´ıa es la de enviar ondas meca´nicas propagantes fuera del plano (ver
seccio´n 2.4) hacia la cavidad, e´sta actu´a como un blanco dispersor. En la segunda gu´ıa
se llevan a cabo las mediciones de la transmisio´n de la vibracio´n atravesaron la cavidad.
El necesario que ambas gu´ıas de onda eviten la transmisio´n directa, es decir, que la onda
generada en la primera gu´ıa no se transmita directamente, o parte de e´sta, a la segunda,
sin interactuar con la cavidad (Figura 5.3).
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Las vibraciones enviadas a la cavidad sufren mu´l-
Figura 5.3: Transporte de ondas
a trave´s de una cavidad, en el
re´gimen de rayos.
tiples reflexiones con las fronteras de e´sta, se fraccio-
nan en otras y, debido a que hay dos conexiones con
el exterior, las ondas dispersadas salen por ambas
gu´ıas. Aquellas ondas que salen por la misma gu´ıa
por la cual han entrado sufrira´n un proceso de dis-
persio´n de reflexio´n. La transmisio´n, por tanto es
aquella fraccio´n de la vibracio´n que sale de la cavi-
dad por la otra gu´ıa. Debido a la complejidad experi-
mental para poder medir con certeza la reflexio´n, con
los EMATs, u´nicamente se analiza la transmisio´n, la
cual es medida en diferentes posiciones a lo ancho de
la segunda gu´ıa y exitando en diferentes posiciones de excitacio´n a lo ancho de la primer
gu´ıa.
Los sistemas ela´sticos construidos con las geome-
Figura 5.4: Figura superior, sis-
tema cerrado. Inferior, sistema
abierto.
tr´ıas del Cap´ıtulo 2, pueden ser estudiados por dos
v´ıas, o bien tenemos un sistema cerrado o se tiene un
sistema abierto. Si las vibraciones producidas u´nica-
mente se disipan con el medio, existiendo interaccio´n
entre las ondas producidas y los rebotes con las fron-
teras de todo el billar, se dice que el sistema esta
cerrado. Esto genera resonancias en ciertas frecuen-
cias y se realiza un estudio del espectro acu´stico reso-
nante con sus correspondientes predicciones teo´ricas.
Mientras que, si fuera posible construir gu´ıas de onda
de taman˜o infinito, una onda viajera no encontrar´ıa
fronteras en las cuales reflejarse y regresar a la cavi-
dad. As´ı los u´nicos en formarse son los modos o
canales de transmisio´n a lo ancho W de la gu´ıa de
ondas que viajan en dos direcciones, hacia el final
de la gu´ıa donde son generadas y hacia la cavidad.
Como la realizacio´n f´ısica de una gu´ıa de onda infinita no es posible, se construye un
mecanismo de amortiguamiento pasivo de las ondas en los extremos de ambas gu´ıas, con
esto se logra emular un sistema abierto infinito. Un resumen de la descripcio´n teo´rica de
estos canales de dispersio´n en la teor´ıa cla´sica de placas se da en el Ape´ndice B.
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5.3 Disen˜o y fabricacio´n de dos cavidades cao´ticas
ela´sticas con simetr´ıa especular
Dado que se quiere probar la universalidad de las fluctuaciones de la trasmisio´n en cavi-
dades cao´ticas ela´sticas con simetr´ıa de reflexio´n, es necesario estudiar sistemas que cum-
plan con algunas condiciones previas, es decir, se debe asegurar en su dina´mica un com-
portamiento cla´sico, pero que al evolucionar en el tiempo presenten caos, adema´s de tener
una sola simetr´ıa de reflexio´n.
Existen muchos posibles tipos de billares cao´ticos que pueden ser considerados, como
son el billar de Hadamard, el billar de Art´ın, entre otros. Dentro de esa variedad se selec-
cionaron solamente dos de ellos, esto con la finalidad de poder comparar las estad´ısticas
finales entre ambos. Las geometr´ıas sellecionadas para su estudio son medio billar de
Sinai y medio estadio de Bunimovich. La motivaciones principal para su eleccio´n, es que
esta´n ampliamente estudiados en la literatura correspondiente al caos con lo cual es fa´cil
compararlos con resultados sobradamente probados sobre la distribucio´n estad´ıstica del
transporte. Adema´s son diferentes desde el punto de vista dispersivo ya que, mientras
el billar de Sinai presenta reflexiones con las fronteras convexas, el estadio presenta re-
flexiones co´ncavas, con esto se prueba tambie´n, que para la universalidad no importa el
tipo de fronteras de las cavidades ya sean co´ncavas o convexas3. El u´ltimo criterio, no
tan relevante pero si importante, es que dadas sus geometr´ıas son relativamente fa´ciles de
maquinar. A continuacio´n se muestra una breve descripcio´n de las cavidades.
5.3.1 Billar de Sinai
Se denomina billar de Sinai a la regio´n geome´trica limitada entre un cuadrado al que
se le ha retirado un c´ırculo conce´ntrico o no. Una dibujo de esta geometr´ıa se muestra
en la parte superior de la Figura 5.5. Este tipo de billar fue desarrollado por Ya´kov
Sinai de quien toma su nombre. En la parte baja de la Figura 5.5, se muestran las
modificaciones hechas al billar original para la fabricacio´n de la cavidad ela´stica con gu´ıas
de onda acopladas; se observa u´nicamente una simetr´ıa geome´trica de reflexio´n especular.
Se han agregado un par de gu´ıas de onda a ambos extremos de la cavidad para el estudio
del transporte de ondas flexionales meca´nicas.
5.3.2 Estadio de Bunimovich
La regio´n limitada por dos rectas paralelas coronadas, a ambos extremos, por semic´ırculos
de radio a se denomina billar de Bounimovich o ma´s comu´nmente estadio. En la parte
superior de la Figura 5.6 se observa tal geometr´ıa. Este billar fue estudiado primero,
y de ah´ı el nombre, por el matema´tico Leonid Bunimo´vich. En la parte inferior de la
misma Figura 5.6, se muestran las modificaciones hechas a dicha geometr´ıa para disen˜ar
3El billar de Art´ın tiene forma de huevo, es fa´cil de construir y existen algunos estudios sobre e´l, pero
tambie´n presenta reflexiones co´ncavas.
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Figura 5.5: (Parte superior) Billar de Sinai y medio billar de Sinai con dos gu´ıas de onda
conectadas (parte inferior).
la correspondiente cavidad ela´stica que se estudia aqu´ı. Se puede ver que tambie´n tiene
simetr´ıa de reflexio´n especular, adema´s presenta una peculiaridad en sus gu´ıas de onda,
ya que e´stas fueron colocadas con un a´ngulo de 300 con respecto a la parte inferior del
billar de tal forma que, al dispersarse la onda con la frontera, se procura minimizar la
transmisio´n directa.
Figura 5.6: Se muestran, en a) un esquema del estadio de Bunimovich, mientras que en
b), se tiene la modificacio´n propuesta con sus gu´ıas de onda.
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5.4 Procedimiento experimental
La literatura para cavidades cao´ticas ha sido ampliamente probada en otros sistemas,
como son los puntos cua´nticos, y en otro intervalo ondulatorio, como son las cavidades de
microondas, para el caso de un modo y dos modos de transmisio´n abiertos, en los modelos
anal´ıticos y nume´ricos pero escasamente en los experimentos. Los ana´lisis comparativos
que se realizan, se llevara´n a cabo u´nicamente con los dos billares antes mencionados.
Una vez que se tiene todos los aparatos colocados y con los para´metros experimentales
correctos, se muestra ahora la manera de medir para cada modo de transmisio´n (ver
Ape´ndice B). Para las gu´ıas de onda propuestas y ondas fuera del plano, se ha calculado
que existe dos modos de transmisio´n abiertos desde frecuencia cero [3], uno torsional y
el otro flexional. El modo torsional tiene un nodo en el centro, mientras que el primer
flexional no tiene (ver Figura 5.7). Se usara´ este hecho para estudiar el caso de un solo
modo de transmisio´n, excitando y detectando en el centro de ambas gu´ıas. Mientras que,
para el caso de dos modos, se exita y detecta en las orillas.
Figura 5.7: En la figura se muestra una seccio´n de la gu´ıa de ondas donde las l´ıneas
punteadas y las flechas indican la forma en la cual los dos primeros modos de transmisio´n
vibran. Ambos comienzan a transmitir a frecuencia cero. Cabe notar que so´lo el modo
torsional tiene un nodo lo que sera´ de utilidad para los experimentos de un canal de
transmisio´n.
Se van a realizar cinco experimentos. En el primero, para ambas cavidades, se coloca
un excitador de ondas flexionales a 45 cm de la cavidad en el centro de la gu´ıa, como se ve
en la configuracio´n 1 de la Figura 5.8. En la misma posicio´n es colocado el detector sobre la
otra gu´ıa. Esta configuracio´n nos mostrara so´lo la contribucio´n del primer modo flexional
pero no la del torsional abajo de f = 3400 Hz, debido a que excitamos y detectamos
en el nodo del torsional. Se designa a esta forma de colocar los transductores, como la
configuracio´n 1 (ver Figura 5.8).
Las medidas de experimentos posteriores se realizaron para la transmisio´n de dos
modos abiertos abajo de f = 3400 Hz, en este caso, la ma´xima amplitud de vibracio´n
para ambos modos se espera en las orillas de las gu´ıas por lo que, ahora los transductores
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se pueden colocar en cuatro configuraciones diferentes. La distancia con respecto a la
cavidad sigue siendo 45 cm. Se espera que estas cuatro configuraciones muestren el mismo
comportamiento de la transmisio´n. A cada configuracio´n particular se le ha asignado un
nu´mero, asi a cada resultado experimental le corresponde una configuracio´n particular de
los transductores, como se indica en la Figura 5.8.
Figura 5.8: Las cinco diferentes configuraciones de los transductores para los experimentos
de medicio´n de la transmisio´n ela´stica. Con la configuracio´n 1 se mide la contribucio´n
de un solo modo de transmisio´n abierto, mientras que con las configuraciones 2 a la 5
se mide la contribucio´n de dos modos de transmisio´n abiertos el flexional y el torsional.
Para frecuencias f < 3400 Hz.
5.4.1 Cavidades ela´sticas (dimensiones y detalles)
Las cavidades se construyen a partir de placas rectangulares de aluminio 1100, con di-
mensiones 1250 mm × 3050 mm de ancho y largo, cuyo grosor es de 1/4 de pulgada. Este
aluminio es seleccionado por ser el ma´s comercial y ha mostrado excelentes resultados en
trabajos anteriores [3, 62, 84]. Estas planchas se maquinan con las dimensiones de los
disen˜os de las Figuras 5.9 y 5.10 usando el corte por chorro de agua con arena (sandblast).
Este es un procedimiento de corte en fr´ıo con lo que se evita calentar las fronteras del
sistema y por ende, la existencia de un cambio en la estructura interna del material en
dicha regio´n.
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Para abrir el sistema (ver cap´ıtulos 2 y 4), al final de cada gu´ıa se realiza un corte
en forma de cun˜a formando un tria´ngulo iso´sceles, sobre e´ste se coloca un material que
atenu´a y absorbe las vibraciones (ver Figura 2.6 b).
Figura 5.9: Disen˜o con dimensiones reales de la cavidad ela´stica de medio billar de Sinai.
Figura 5.10: Disen˜o con dimensiones reales de la cavidad ela´stica de medio billar estadio.
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5.5 Medio billar de Sinai
En esta seccio´n se presentan los resultados experimentales obtenidos de lsa propiedades
ela´sticas de la transmisio´n en una de las dos cavidades fabricadas por separado, usando
las configuraciones propuestas en la Figura 5.8 de la seccio´n anterior. En cada realizacio´n
primero se muestra el espectro experimental obtenido en una gra´fica de transmisio´n como
funcio´n de la frecuencia, en el rango de 250 a 4000 Hertz4 ya que al aumentar la frecuencia
un nuevo canal de transmisio´n comienza a abrir. De los mismos datos se hacen los
histogramas contando la cantidad de veces que sucede un evento a cierta amplitud de la
transmisio´n ela´stica. En las gra´ficas de la amplitud como funcio´n de la frecuencia (ver
Figura 5.11) es importante considerar el intervalo de frecuencias apropiado para hacer
los histogramas, debido a que existe una transicio´n en la transmisio´n entre un canal y el
siguiente. Como puede verse en la misma figura, la amplitud disminuye al ir aumentando
la frecuencia. Por ende es necesario dividir el eje de frecuencias en intervalos para elaborar
los histogramas. Con los datos de las primera configuracio´n de los transductores se hicieron
estad´ısticas con ventanas de 100, 200 y 500 Hertz, para identificar las diferentes zonas de
transicio´n. Una vez seleccionado el intervalo de frecuencias apropiado una regio´n adecuada
de estudio, se realiza un promedio de los diferentes histogramas en dicho intervalo. De
esta forma se reducen los ruidos y se consigue una mejor estad´ıstica. Finalmente, se
comparo´ con la curva de los modelos teo´ricos existentes y as´ı mismo con los resultados
entre ambas cavidades. Con ello se demuestra la universalidad propia de estos sistemas,
para 1 y 2 modos de transmisio´n.
Para las configuraciones experimentales 3, 4 y 5 so´lo se muestra el resultado del his-
tograma promediado comparando con la curva teo´rica correspondiente.
5.5.1 Transmisio´n para un modo abierto
En el primer antecedente experimental [62] se demostro´, usando la te´cnica ARS, que
a pesar de tener dos modos transmitiendo desde frecuencia cero, es posible encontrar
u´nicamente la contribucio´n experimental del primer modo flexional abajo de f = 3400 Hz,
usando el argumento de la Seccio´n 5.4.
5.5.2 Resultados configuracio´n 1
En el primer experimento se pretende omitir la contribucio´n a la transmisio´n del modo
torsional, y obtener datos experimentales so´lo del canal de transmisio´n flexional. La
frecuencia inicial corre desde 250 Hertz y termina hasta 4000 Hertz, el espectro total se
muestra en la gra´fica de la Figura 5.11.
4No es posible medir desde la frecuencia de 0 Hertz puesto que los transductores dejan de funcionar
debido al calor producido por la corriente que circula en la bobina. Un segundo factor se presenta en el
mecanismo de atenuacio´n ya que a frecuencias cercanas a cero no es posible mitigar las ondas y as´ı abrir
el sistema debido al taman˜o de las amplitudes de las resonancias.
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Figura 5.11: Espectro acu´stico resonante de medio billar de Sinai con la configuracio´n 1.
Note que la amplitud cambia a medida que aumenta la frecuencia.
De los datos obtenidos con la configuracio´n 1 se realizaro´n los histogramas de las
Figuras 5.13, 5.14 y 5.15, usando ventanas de 100, 200 y 500 Hertz respectivamente. No
es posible realizar un histograma abarcando todo el intervalo experimental debido a que
existen contribuciones de modos de transmisio´n que abren a frecuencias mayores. Por
otra parte, se observa en las Figuras 5.11 y 5.12 que en el rango de frecuencias estudiado
las amplitudes de onda disminuyen aun as´ı la curva de las distribuciones estad´ısticas debe
ser la misma. Para poder descubrir el comportamiento de la transmisio´n, es necesario
dividir todo este rango en ventanas que exhiban la universalidad apropiada.
5.5.3 Histogramas de la transmisio´n ela´stica
5.5.3.1 ventanas de 100 Hertz
Se muestran en las Figuras 5.13, 5.14 y 5.15 los histogramas generados a partir de los
datos experimentales de la Figura 5.11, tomando ventanas de 100 Hertz en cada intervalo.
En ellas es posible observar la transicio´n generada en el transporte por un modo y poco
a poco aparece la contribucio´n del segundo modo cuando este abre.
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Figura 5.12: La gra´ficas muestran tres amplificaciones en intervalos de 1000 Hertz, toma-
dos de la gra´fica de la Figura 5.11. En la tercera gra´fica, se sen˜ala con una flecha, la
frecuencia calculada en la cual en tercer modo comienza a transmitir.
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Figura 5.13: la primer gra´fica en la esquina superior izquierda muestra las curvas teo´ricas
esperadas dada por la ecuacio´n 5.1 y la 5.2. Todos los intervalos esta´n dados en Hertz.
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Figura 5.14: En varios de estos histogramas es posible observar una marcada tendencia
hacia la curva teo´rica para dos modos de transmisio´n abiertos mostrada en la Figura 5.13,
desde 1600 a 2500 Hz. 53
Figura 5.15: Estos histogramas, concretamente los u´ltimos 7, presentan una tendencia
muy diferente a las curvas teo´ricas ya presentadas debido a la presencia de la apertura de
un tercer modo de transmisio´n.
Al inspeccionar las gra´ficas de las estad´ısticas para bajas frecuencias en las Figuras
5.13, no es posible observar una tendencia clara que se aproxime a la curva teo´rica prop-
uesta para un modo de transmisio´n. Al final de este cap´ıtulo se presenta un experimento
sobre varios t´ıpos de mecanismos de atenuacio´n de ondas en los extremos finales de ambas
gu´ıas, el cual demuestra que no se logra abrir por completo el sistema ela´stico y por ende
no se obtuvo en su totalidad la estad´ıstica esperada. Las predicciones de por la ecuacio´n
(5.1) muestran que las fluctuaciones de la transmisio´n deben ser sime´tricas en su densi-
dad de probabilidad, es decir, debe haber la misma cantidad de datos transmitiendo con
muy poca amplitud y con alta amplitud. En los experimentos realizados, el pico de alta
amplitud de transmisio´n, el cual aparecer´ıa a la izquierda de la gra´fica, no se presenta.
Las mejores aproximaciones se muestran en la Figura 5.16 donde se observa un ligero in-
cremento en las amplitudes de las transmisiones altas y que la diferencia notablemente de




Al analizarla la gra´fica de la figura antes mencionada, se puede afirmar que mientras ma´s
pequen˜o el intervalo de frecuencia tomado para hacer las estad´ısticas, se ajusta mejor la
parte de la izquierda. Por otra parte al aumentar la cantidad de datos, o al tomar un
mayor rango de frecuencia, en la estad´ıstica, ahora la parte derecha comienza a ajustarse
mejor.
Figura 5.16: Barras estad´ısticas realizadas con los datos de la Figura 5.11 para cinco inter-
valos de frecuencia diferentes, las curva teo´rica esperada para el billar sime´trico confirma
la prediccio´n. Se ha resaltado la que se considera como mejor aproximacio´n sombreandola
con un tono diferente.
Es posible observar en los histogramas que en general, hay una la tendencia a mostrar
u´nicamente la contribucio´n de un modo abierto, hasta tener histogramas con la forma
de la curva teo´rica para los dos modos transmitiendo, lo cual sucede al ir variando el
intervalo de frecuencias de las ventanas poco a poco a frecuencia f = 3400 Hz. Cabe
recordar que ambos transductores se colocan al centro de las gu´ıas de onda, en el nodo
del modo torsional, con la finalidad de evitar su contribucio´n a la transmisio´n. As´ı, la
prediccio´n estad´ıstica de dos modos abiertos deber´ıa presentarse cuando se abre el tercer
modo, sin embargo, el histograma obtenido se puede ver bien ajustado con respecto al
experimento a frecuencias por debajo de la apertura de e´ste. Adema´s (ver Figura 5.17),
presenta la particularidad de no tener un adecuado ajuste en su centro debido a que el
ancho de las ventanas consideradas son de 100 Hertz. Esto ocasiona que tienda a una
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curva Gaussiana, s´ımbolo inequ´ıvoco de la presencia de ruido significativo.
Figura 5.17: Curva de valor esperado e histograma relacionados a dos modos de trans-
micio´n, generada con los datos de la Figura 5.11 y la configuracio´n Excitacio´n-Deteccio´n
1. Se observa que la distribucio´n de probabilidad se hacerca ma´s a una curva gaussiana
debido a que en el intervalo estudiado el ruido supera a la amplitud de transmicio´n. Se
coloca la curva teo´rica para dos modos de transmicio´n so´lo por comparacio´n, dado que
la configuracio´n experimetal 1, se usa para obtener u´nicamente la distribucio´n estad´ıstica
para un modo de transmisio´n.
5.5.3.2 ventanas de 200 Hertz
En las figuras 5.18 y 5.19 se dan los histogramas correspondientes a ventanas de 200 Hz.
Como puede verse la transicio´n de 1 a 2 modos abiertos tambie´n sucede en estos histogra-
mas lo que apoya nuestras conclusiones anteriores para ventanas de 100 Hz, en relacio´n a
que no es posible tomar un gran intervalo de frecuencias para elaborar los histogramas.
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Figura 5.18: Histogramas tomando rangos de frecuencia de 200 Hertz. Desde el 600 Hz
hasta 2200 Hz, se observa claramente la tendencia hacia la curva teo´rica para dos modos
de transmisio´n abiertos. 57
Figura 5.19: Debido a la apertura de un tercer modo la estad´ıstica es diferente a la
predicha para dos canales.
Figura 5.20: El histograma comienza a la frecuencia 250 Hz y termina en 1 kHz.
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Al ampliar las ventanas a 200 Hz se mejora la estad´ıstica esperada para un modo de
transmisio´n, lo cual se observa abajo de 0.4 en el eje X de la Figura 5.20, que corresponde
a transmisio´n con baja amplitud.
Por u´ltimo, en la Figura 5.21, se muestran las estad´ısticas tomando ventanas de 500
Hertz. Se observa claramente que los valores de las barras no se ajustan a la curva teo´rica
para un solo modo transmitiendo.
Figura 5.21: Histogramas tomando ventanas de 500 Hertz de frecuencia.
Los tres tipos de intervalos en los histogramas mostrados revelan que no es posi-
ble obtener experimentalmente la estad´ıstica en la transmisio´n para un solo modo de
transmisio´n abierto tomando intervalos de frecuencia amplios. Para obtener un mejor
distribucio´n estad´ıstica (ver Figura 5.16) se toman las ventanas de 100 Hz de intervalo
y se realiza un promedio. Esto se hace debido a que posiblemente los dos modos de
transmisio´n esta´n abiertos desde una frecuencia f = 0 y, a pesar de llevar a cabo un
experimento en donde solo sea deseable la contribucio´n de un modo en la transmisio´n
usando la configuracion 1 (ver Figura 5.8), el segundo canal tambie´n esta contribuyendo
aunque con menor peso.
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5.5.4 Transmisio´n para dos modos abiertos
Para obtener la tendencia en la transmisio´n de dos modos abiertos experimentalmente se
emplean las configuraciones 2 a la 5 propuestas en la Figura 5.8 en donde se detectan y
excitan ambos modos abiertos desde frecuencia f = 0 (Figura 5.7).
5.5.5 Resultados configuracio´n 2
Se presenta en la Figura 5.22 el espectro total de donde se obtendra´n los histogramas
correspondientes. A partir de aqu´ı u´nicamente se presentara´n los histogramas que se
considera muestran los mejores resultados, como los mostrados en la gra´fica de la derecha
en la misma Figura 5.
Figura 5.22: La gra´fica de la izquierda corresponde a el espectro acu´stico resonante de
medio billar de Sinai con la configuracio´n 2. La gra´fica de la derecha muestra la mejor
estad´ıstica obtenida para dos modos de transmisio´n, el intervalo de frecuencia analizado
pertenece a ventanas de 150 Hertz.
5Las estad´ısticas para la configuracio´n 3 no se presentan por errores experimentales.
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5.5.6 Resultados configuracio´n 4
Figura 5.23: Gra´ficas realizadas al colocar los transductores EMATs en la configuracio´n 4
con ventanas de 300 Hz. En la gra´fica de la izquierda se muestra el espectro acu´stico reso-
nante, mientras que en la derecha se tiene la mejor distribucio´n de probabilidad obtenida
y la curva teo´rica esperada.
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5.5.7 Resultados configuracio´n 5
Figura 5.24: En este experimento el mejor histograma generado se da en una pequen˜a
ventana de 200 Hz con un buen acuerdo con respecto a la curva teo´rica (ecuacio´n 5.2).
En las gra´ficas mostradas en las Figuras 5.17, 5.22, 5.23, 5.24 es posible observar un
comportamiento similar al valor esperado mostrado en la ecuacio´n 5.2 para dos modos
de transmisio´n abiertos. Mientras que para un solo modo los experimentos no se ajustan
del todo con la teor´ıa propuesta, lo cual se entiende por que estas configuraciones de
transductores EMATs excitan dos modos normales desde frecuencia f = 0 y aunque
experimentalmente se pretendio´ disminuir la contribucio´ de uno de ellos en los resultados
finales, no es posible eliminarlo en su totalidad.
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5.6 Medio estadio de Bunimovich
En esta seccio´n se muestran los resultados para el medio billar Bunimovich, a continuacio´n
se presentan los resultados promediados en las ventanas adecuadas que muestran los
mejores ajustes con respecto a la teor´ıa predicha. Nuevamente se pretende comparar
los resultados experimentales de esta cavidad ela´stica cao´tica con los modelos teo´ricos
existentes y adema´s, indirectamente tambie´n, comparar con los histogramas anteriores
del medio billar de Sinai. Las gra´ficas muestran los ana´lisis de la misma forma que antes.
5.6.1 Transmisio´n para un modo
Hemos mencionado que los resultados experimentales no son satisfactorios,en ambas cavi-
dades cuando se desea analizar la trasmisio´n ela´stica de un modo, la configuracio´n nu´mero
1. Sin embargo, en el medio estadio, muestra una mejor aproximacio´n a la curva teo´rica
con respecto a lo que se esperaba dados los resultados anteriores (ver Figura 5.25). Los
resultados para las configuraciones 2, 3 y 4, se dan en la figuras 5.26, 5.27 y 5.28, respec-
tivamente. Como puede verse en esas figuras, hay un acuerdo razonable.
Figura 5.25: En la gra´fica de la derecha se tiene el histograma generado a intervalos de
de 300 Hz, a partir de su espectro acu´stico resonante en la gra´fica izquierda.
Los resultados para un modo de transmisio´n abierto presentan un mejor acuerdo con
respecto a la curva teo´rica, que aquellos exhibidos por el billar de Sinai. Esto se puede
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ver mas claro en el pico a la derecha, transmisio´n de amplitud alta, y en la parte media
lo cual se ajusta de mejor forma comparado con lo presentado en la Figura 5.16.
Figura 5.26: El histograma, a la derecha, se ha elaborando tomando una ventana de 500
Hz directamente de los datos experimentales de la gra´fica de la izquierda.
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Figura 5.27: Cabe destacar, en la figura de la derecha, el excelente acuerdo entre el
experimento y la teor´ıa, desde la parte central hasta el final de la gra´fica, las ventanas
tienen un ancho de 300 Hz.
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Figura 5.28: El histograma muestra el mejor acuerdo con respecto a la teor´ıa para una
ventana de 500 Hz.
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5.7 Efecto de la absorcio´n en el estudio del trans-
porte ela´stico
En la seccio´n 5.2 de este cap´ıtulo se mencionan algunas consideraciones importantes para
llevar a cabo los experimentos propuestos en los billares. Uno de los mas importantes trata
sobre los sistemas cerrados y los sistemas abiertos. Con los primeros se estudian patrones
estacionarios y muchas propiedades surgidas de estos feno´menos vibratorios, como los
mostrados en el cap´ıtulo 3. Con los segundos podemos estudiar la evolucio´n temporal de
las ondas, tal y como lo presentamos en el cap´ıtulo 4, y feno´menos de trasporte a trave´s
de billares cao´ticos ela´sticos.
El problema, en el caso de los sistemas abiertos, radica principalmente en abrir el
sistema o dicho de otra forma, provocar que las ondas viajeras no reboten con los extremos
de ambas gu´ıas de onda y as´ı no regresen a interactuar con el resto del sistema. Como
ya se menciono´, se propuso crear un sistema de absorcio´n pasivo que simulara el efecto
de tener gu´ıas de onda infinitas absorbiendolas en los extremos. En los experimentos se
trabajo´ con diferentes tipos de atenuacio´n y disipacio´n total colocando finalmente la que
se considera la mejor forma de atrapar y disipar estas vibraciones espurias. Au´n as´ı, en
u´ltima instancia se concluye que es imposible abrir por completo los sistemas de manera
experimental, lo cual se ve reflejado en los resultados vistos en los histogramas.
Figura 5.29: La atenuacio´n de la vibracio´n va aumentando de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo, indicado por el s´ımbolo +.
Debido a que se realizaron pruebas con 4 dispositivos de atenuacio´n de ondas, se
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presentan en las Figuras 5.29 y 5.30 los efectos en la transmitancia de abrir de menor a
mayor medida el sistema. Los histogramas de ambas figuras fueron tomados del billar de
Sinai excitando y detectando en el centro de cada gu´ıa de onda; los datos son de 400H˜z
a 500 Hz y la curva roja representa el valor teo´rico esperado para un canal abierto.
Claramente se puede ver el la Figura 5.29 que al aumentar la atenuacio´n, el u´ltimo valor
de la transmitancia (eje X) va disminuyendo. Al ir abriendo el sistema las resonancias
presentes disminuyen de amplitud y aumentan su anchura. Como disminuyen de amplitud
el punto ma´s alto de un pico resonante disminuye de amplitud, al realizar un histograma
(Figura 5.30) el pico alto se manifestara´ en un menor nu´mero en el eje de las trasnmitancias
(eje horizontal) y la anchura se distribuye a lo largo del histograma.
La Figura 5.30, se muestra un acercamiento en el eje de las trasnmitancias de 0 a 1,
en donde la curva teo´rica esta´ presente. Se puede ver que al ir aumentando la atenuacio´n
de la onda los histogramas experimentales concuerdan ma´s con la curva predicha por la
teor´ıa de matrices aleatorias.
Figura 5.30: Mismas gra´ficas que las presentadas en la Figura 5.29, con la diferencia de




En esta tesis se estudiaron varios problemas sobre vibraciones en sistemas ela´sticos
cerrados y estructurados, de varillas y placas usando espectroscopia acu´stica resonante
sin contacto, con transductores electromagne´ticos acu´sticos y un vibro´metro Doppler. En
primer lugar, se midieron las dos polarizaciones de las amplitudes de onda de algunos
modos normales dentro del plano en una placa rectangular. En este caso los resultados
experimentales tienen un buen acuerdo con las predicciones nume´ricas. Estas mediciones
pueden considerarse como una piedra angular en los estudios experimentales de las vi-
braciones dentro del plano de placas ya que, hasta hoy, son la u´nica alternativa a la
espectroscopia de moteado.
En segundo lugar se midieron, en una barra estructurada, para ondas torsionales, las
oscilaciones de Bloch y el atrapamiento de arco´ıris y la conexio´n entre ambos feno´menos
para ondas torsionales. Como se mostro´, estos feno´menos, aparentemente no relacionados,
esta´n fuertemente ligados. Cuando un paquete de ondas se env´ıa hacia la estructura, se
observan diferentes feno´menos. Cuando la estructura es localmente perio´dica el paquete
tiene dos comportamientos, dependiendo del valor de la frecuencia central del paquete.
Por una parte cuando la frecuencia central esta´ en una banda, parte del paquete puede
atravesar completamente la estructura como es de esperarse en sistemas perio´dicos. Por
otro lado, cuando la frecuencia esta´ en la brecha, el paquete es completamente refle-
jado por la estructura. Cuando en la estructura se emula el equivalente de un campo
ele´ctrico constante (γ = 0) el paquete, dependiendo de su frecuencia central, llega a
distintas profundidades dentro de la estructura. Esto es el equivalente meca´nico del atra-
pamiento arco´ıris que puede entenderse en te´rminos de las minibandas. Cuando el valor
del para´metro que emula el campo ele´ctrico se aumenta las oscilaciones de Bloch emergen,
a una profundidad determinada por el efecto arco´ıris.
En el tercer experimento se estudia el transporte de ondas en cavidades cao´ticas
ela´sticas con simetr´ıa de reflexio´n (izquierda-derecha). En este caso los resultados con-
cuerdan con las predicciones teo´ricas de la teor´ıa de matrices aleatorias. En este caso
aparece una transicio´n de un canal a dos canales abiertos. Tambie´n, se muestra que el
sistema no puede ser abierto completamente para bajas frecuencias.
Finalmente daremos algunos temas que podr´ıan realizarse posteriormente. En primer
lugar las investigaciones experimentales y teo´ricas sobre las vibraciones fuera del plano
de una placa rectangular son muy limitadas. Es por ello que son necesarios ma´s estudios
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al respecto y llegar a frecuencias ma´s altas. En el estudio de la referencia [19] so´lo se
obtuvieron resultados para 8 modos. Un estudio que tambie´n esta´ faltando es el de
transporte de ondas en el plano para cavidades cao´ticas y cao´ticas sime´tricas. Estos sin
duda. requieren de mucho tiempo y esfuerzo. De igual importancia surge la necesidad de




Caos una definicio´n simple
En los an˜os 20’s se tenia la idea erro´nea de que los investigadores f´ısicos de las nuevas
generaciones se dedicar´ıan a calcular decimales de cantidades y nu´meros fundamentales
como pi, debido a que casi todos los feno´menos de la naturaleza eran bien explicados con los
modelos conocidos hasta el momento. Es decir, se cre´ıa que el mundo era determinista y
por tanto, que el estado actual determina en algu´n sentido el estado futuro. El surgimiento
de la teor´ıa del caos vino a demostrar que la naturaleza no es determinista, pues la alta
sensibilidad a las condiciones iniciales, puede producir estados completamente diferentes
a tiempos posteriores. Nuevos estudios en el campo del caos se esta´n desarrollando en
la actualidad, tanto en la proposicio´n de nuevas teor´ıas y, como en el caso de esta tesis,
comprobando su validez experimental.
En este Ape´ndice se definen los conceptos necesarios para que el lector comprenda los
experimentos y los ana´lisis correspondientes al caos del cap´ıtulo 5. Primero se establece
el concepto de caos en la seccio´n A.1, a continuacio´n (seccio´n A.2) se muestran y definen
los billares dina´micos bajo estudio.
A.1 El caos
Aunque existen varias maneras de definir el caos que pueden ser vistos en la literatura
correspondiente, se ha optado por definirlo como a continuacio´n se presenta.
En el marco de la meca´nica cla´sica se pueden encontrar, en general, dos tipos de
movimiento; el regular, asociado a sistemas integrables, y el movimiento cao´tico asociado
a sistemas no integrables. Se pueden distinguir ambos sistemas mediante el estudio de
la evolucio´n temporal de las trayectorias que siguen los cuerpos en estos sistemas. Si se
consideran dos trayectorias con condiciones iniciales ligeramente distintas. Si las trayec-
torias se separan exponencialmente, nos referiremos a sistemas cao´ticos de otra manera
hablamos de un sistema integrable. En otras palabras, los sistemas cao´ticos presentan
una alta sensibilidad a las condiciones iniciales.
En la Figura A.1 se tiene un ejemplo ilustrativo de los sistemas antes mencionados:
se conectan dos pe´ndulos, el segundo colgando del extremo del primero, este sistema es
llamado pe´ndulo doble. Para este ejemplo son comparados dos casos, la primera masa de
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ambos pe´ndulos se colocara´ horizontal o con un a´ngulo de 0 grados, la segunda masa del
primer pe´ndulo doble tambie´n comienza en 0 grados, pero la segunda masa del segundo
pe´ndulo doble comenzara´ con un pequen˜o a´ngulo de 0.1 grados, respecto a la horizontal,
y se dejan evolucionar en el mismo instante de tiempo. Se observan sus trayectorias y sus
posiciones finales a un mismo tiempo ∆t y se puede ver que son muy diferentes.
Figura A.1: Pe´ndulos dobles. La figura de la derecha muestra un ligero cambio en el
a´ngulo inicial de la segunda masa θ2 = 0.1. la trayectoria roja de la primera masa y la
trayectoria azul de la segunda masa son completamente distintas, as´ı mismo su posicio´n
final en el mismo instante de tiempo.
Una definicio´n matema´tica ma´s formal de un sistema con caos se da con el exponente
de Lyapunov [schuster deterministic chaos an], el cual es una cantidad que caracteriza el
grado de separacio´n entre las dos trayectorias que al inicio se encontraban muy cercanas.








donde δy(t0) es la separacio´n inicial al tiempo inicial t0, δy(t) es la separacio´n al evolu-
cionar al tiempo t y finalmente λ es el exponente de Lyapunov. Cuando este valor es
positivo, las trayectorias crecen y el sistema es cao´tico, con un exponente igual a cero se
tiene el caos de´bil, por u´ltimo, cuando las trayectorias se acercan al transcurrir el tiempo,
se tiene un atractor y el exponente toma un valor negativo.
Otros ejemplos de sistemas cao´ticos incluyen el sistema solar, las placas tecto´nicas, los
fluidos en re´gimen turbulento, los crecimientos de poblacio´n y los billares dina´micos que
sera´n tratados a continuacio´n.
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A.2 Los billares dina´micos
Entre todos los sistemas cao´ticos que pueden ser fa´cilmente estudiados, se encuentran los
billares. Un billar es un sistema dina´mico con una idealizacio´n hamiltoniana en la cual,
una part´ıcula alterna entre movimiento rectil´ıneo y reflexiones especulares en la fronteras
que la confinan, es decir, el a´ngulo de incidencia justo antes de la colisio´n es igual al a´ngulo
de reflexio´n justo despue´s de la colisio´n con el contorno. En este caso se env´ıan ondas
sinusoidales monocroma´ticas en el re´gimen de rayos, lo cual produce que las dispersiones
con las fronteras se puedan tomar como reflexiones especulares.
Los billares son sistemas dina´micos f´ısicos y/o modelos matema´ticos que representan
muchos feno´menos, donde una o mas part´ıculas en movimiento rectil´ıneo, e incluso on-
das en el l´ımite de rayos, esta´n contenidas dentro de estos sistemas y colisionan en las
fronteras con reflexiones especulares. Sus propiedades dina´micas son determinadas por
las geometr´ıas de las paredes y pueden variar de completamente regulares o integrables
a totalmente cao´ticas. Debido a que ya existen muchos estudios relacionados a estos sis-
temas, son los candidatos ideales para el estudio propuesto. En la Figura A.2 se muestran
dos tipos de billares desde el punto de vista dina´mico, en donde el estudio de la evolucio´n
temporal de dos part´ıculas con condiciones iniciales ligeramente distintas determina si son
o no cao´ticos. En la parte b), se tiene un caso ide´ntico al pe´ndulo doble donde un ligero
cambio al inicio produce caos.
Figura A.2: Dos tipos de billares. En a) se tienen dos part´ıculas encerradas en una
geometr´ıa rectangular, la evolucio´n temporal es muy parecida au´n cambiando las condi-
ciones de inicio solo un poco. Para el caso b) se forma un nuevo billar reemplazando
dos fronteras opuestas por semi-c´ırculos (este es llamado estadio o billar de Bunimovich).
La posicio´n final de los dos cuerpos es completamente distinta al cambiar ligeramente la
posicio´n inicial.
Como se puede ver en la Figura A.2 b) un sistema tan simple puede exhibir caos. Por
ende, no es posible estudiarlo de manera que, si para una part´ıcula encerrada en e´ste, se
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conocen sus ecuaciones de evolucio´n temporal caracter´ısticas y sus condiciones iniciales
fijas, se puede saber exactamente su trayectoria a trave´s del tiempo. Por ello se requiere
ahora de una perspectiva estad´ıstica de estudio.
Cuando los sistemas son ondulatorios, en el l´ımite de rayos (altas frecuencias) el com-
portamiento cao´tico se espera. Sin embargo a frecuencias no tan altas puede uno pre-
guntarse si el caos que aparece en altas frecuencias tendra´ algu´n efecto en el sistema
ondulatorio. La respuesta es afirmativa, el caos se ve al menos en la repulsio´n de niveles.
En la seccio´n 5.1 se define el concepto de universalidad de fluctuaciones, en el que queda
de manifiesto la necesidad de realizar un ana´lisis de tipo estad´ıstico para el transporte de
ondas en placas delgadas a trave´s de cavidades cao´ticas.
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Ape´ndice B
Modos de transmisio´n para ondas
fuera del plano
Los dos tipos de vibraciones que se pueden producir en las gu´ıas de onda son fuera del
plano y dentro del plano (ver seccio´n 2.4).
El modelo teo´rico que describe el comportamiento de los modos fuera del plano para
la geometr´ıa propuesta en las gu´ıas de onda es la teor´ıa cla´sica de placas dada por [8],




donde ρ es la densidad, h es el grosor de la placa y t el tiempo. La rigidez flexional de las
placas D viene dada como,
D =
Eh2
12(1− ν2) , (B.2)
con E es el mo´dulo de Young y ν el coeficiente de Poisson. Para encontrar las frecuencias
en las cuales existe apertura de modos de transmisio´n, en la referencia [62], se resuelve la
ecuacio´n B.1 proponiendo lo siguiente,
ψ(x, y; t) =
parte 1︷︸︸︷
ϕ(y) ei(kxx−ωt)︸ ︷︷ ︸
parte 2
. (B.3)
Es decir, la solucio´n general es dividida en dos partes, una onda viajera en la direccio´n x
y una funcio´n ϕ(y) en la direccio´n y. Se trabaja sobre la funcio´n en la parte 1 sabiendo
que los modos abren cuando la propagacio´n es nula (ψx=0) en la direccio´n x. De esta
manera los dos primeros modos se encuentran a frecuencia de 0 Hertz, mientras que los
restantes vienen dados por





para n ≥ 2. (B.4)
Las frecuencias de apertura, para los tres primeros modos, dados en Hertz, son:
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f1 = 0, Primer torsional,
f2 = 0, Primer flexional,
f3 = 3488.1, Segundo torsional.
Con esto en cuenta, es posible calcular mas modos de transmisio´n, pero debido a las lim-
itaciones en la te´cnica experimental y a la nula existencia en la literatura de predicciones
teo´ricas con un mayor nu´mero de modos de transmisio´n, los ana´lisis se llevan a cabo en
los dos primeros modos y se comprueba la existencia del tercero. La causa de esto se debe
a que la matriz S se complica al abrir ma´s modos (ver ape´ndice C). Como resultado del
ana´lisis previo, no es posible que cualquier modo de vibracio´n se trasmita hacia la cavi-
dad en cualquier frecuencia, comenzara´ a viajar en la direccio´n x positiva y negativa (ver
Figura 5.4 superior), cuando hay energ´ıa suficiente para producir un modo de resonancia a
lo ancho de la gu´ıa W o en la direccio´n y. Al ir incrementando la frecuencia abre un nuevo
modo y, surge un nuevo modo de transmisio´n que se manifiesta en la transmisio´n total y
por lo tanto modificara´ la estad´ıstica final. Para este u´ltimo se valdra´ un nuevo modelo,
as´ı sucedera´ sucesivamente al incrementar la frecuencia. Los modos de transmisio´n son
tambie´n llamados canales de transmisio´n.
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Ape´ndice C
Transporte ondulatorio meca´nico a
trave´s de cavidades cao´ticas ela´sticas
Los modelos teo´ricos que describen el comportamiento del transporte ondulatorio a trave´s
de cavidades cao´ticas ha sido desarrollada y probada, teo´rica y experimentalmente en
cavidades de microondas y puntos cua´nticos. En lo que sigue se lleva a cabo un pequen˜o
resumen de la metodolog´ıa para obtener los modelos correspondientes, dejando al lector la
correspondiente bibliograf´ıa por si es de su agrado profundizar en dichos temas [80, 81, 82].
La herramienta para comprender los procesos de dispersio´n en cavidades cao´ticas es el
formalismo dado por la matriz S o la matriz de dispersio´n.
C.1 Obtencio´n general del modelo teo´rico del trans-
porte ondulatorio en cavidades cao´ticas
La teor´ıa utilizada para el estudio de estos sistemas es la teor´ıa de matrices aleatorias o´
random matrix theory (RMT). Existen dos formas de trabajar con ella, en la primera se
desarrolla un modelo estad´ıstico a nivel del hamiltoniano para luego construir la matriz
S de dispersio´n del sistema [83]. En la segunda, las hipo´tesis se trabajan directamente
en la matriz de dispersio´n. De la matriz S se construyen los coeficientes de transmisio´n
que se relacionan con el transporte, por ejemplo en el caso electro´nico, con la fo´rmula de
Landauer y que son proporcionales a la conductancia.
En todos los modelos usados como referencia se considera una dispersio´n independiente
del tiempo. Ahora bien, una cavidad cao´tica es conectada al exterior a trave´s de dos gu´ıas
de onda, cuyo ancho de ambas gu´ıas es W . El problema para los billares aqu´ı propuestos
se toma de la teor´ıa cla´sica de placas dado en la ecuacio´n B.1. Esta ecuacio´n no tienen
soluciones exactas debido a que al desarrollarla existen te´rminos cruzados. Por ello se
propone una solucio´n como la dada por la ecuacio´n B.3, En la seccio´n anterior se trabajo
con la primera parte para encontrar las frecuencias de apertura, mientras que ahora para
encontrar la transmisio´n que la cavidad dispersa se desarrolla la segunda parte dada por









Para desarrollar el problema, se toma un billar cao´tico con sus dos gu´ıas de onda, se divide
en tres zonas llamando a las gu´ıas de onda como zonas izquierda y derecha y a la cavidad
















El problema de dispersio´n de las ondas a trave´s de los billares puede desarrollarse por
medio de la matriz S, que relaciona las amplitudes de las ondas entrantes y salientes,

















donde r, r′ son las matrices de reflexio´n y t, t′ las correspondientes matrices de transmisio´n.
Aqu´ı a, a′, b y b′, son vectores con entradas an, a′n, bn y b
′
n respectivamente. Cuando hay
invarianza ante inversiones en el tiempo se tiene que t = t′
C.2 La matriz S y su distribucio´n estad´ıstica para
sistemas con simetr´ıa de reflexio´n especular
Ahora suponemos que la cavidad bajo estudio tiene una simetr´ıa de reflexio´n. Esto es,
que las gu´ıas son equivalentes de manera que las podemos intercambiar. Las ecuaciones
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a b s t r a c t
Theoretical and experimental results for in-plane vibrations of a uniform rectangular plate
with free boundary conditions are obtained. The experimental setup uses electromagnetic-
acoustic transducers and a vector network analyzer. The theoretical calculations were
obtained using the plane wave expansion method applied to the in-plane thin plate
vibration theory. The agreement between theory and experiment is excellent for the lower
95 modes covering a very wide frequency range from DC to 20 kHz. Some measured
normal-mode wave amplitudes were compared with the theoretical predictions; very good
agreement was observed. The excellent agreement of the classical theory of in-plane
vibrations confirms its reliability up to very high frequencies
& 2015 Elsevier Ltd. All rights reserved.
1. Introduction
There is an increasing interest in the in-plane vibrations of plates. This is due to the fact that, in certain specialized
applications, high-frequency vibrations appear. This commonly happens in data storage systems, in the kHz range, in which
in-plane vibrations cause a problem in following narrow data tracks [1]. These vibrations are also important in ship hull
design since there is evidence that in-plane vibrations and high-frequency noise are strongly related [2]. The in-plane
modes also play an important role in the transmission of high frequency vibrations through a built-up structure [3].
Furthermore, in-plane modes can be used for non-destructive testing and evaluation of elastic constants [4]. Finally, as in-
plane vibrations appear at higher frequencies than transverse vibrations, finite element calculations are more difficult for
the former. All these, and other problems not listed, have led to a renewed interest in the phenomenon of in-plane vibration
of rectangular plates that cover several orders of magnitude from nanosystems to macrostrutures.
There are several recent significant theoretical and numerical contributions to the study of the in-plane vibrations of
plates [1–3,5–12]. However, experimental results have been, until recently, very scarce [4,13]. There are two likely reasons of
this fact: first, in-plane vibrations appear at high frequencies and second, the measurement of transverse vibrations is easier
than the excitation and detection of in-plane modes [13–16]. Such state of affairs started to change when electronic speckle
pattern interferometry— ESPI or TV holography—made possible the measurement of in-plane modes [14,17,18]. Thus, there
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is the need for research on the in-plane vibrations of plates to consolidate the classical theory of in-plane vibrations,
especially at high frequencies, to contrast such theory with experimental results.
This work adds to the literature on the subject of in-plane vibration of plates which can be found in Ref. [11]. In the next
section, the plane wave expansion method, applied to the classical theory of in-plane vibrations of thin plates, is introduced.
This method will be used to calculate the normal modes of a rectangular plate with two sets of boundary conditions, namely
all its boundaries free (F–F–F–F) and all edges clamped (C–C–C–C). In Section 3, the experimental methodology to measure
the in-plane vibrations of a rectangular plate with free boundaries, using electromagnetic-acoustic transducers and a vector
network analyzer, is presented. In Section 4 the theoretical normal-mode frequencies and wave amplitudes are compared
with the experimental results, showing a very good agreement. Finally, in Section 5, some conclusions are given.
2. The plane wave expansion method for the in-plane wave equation
The plane wave expansion (PWE) method refers to a computational technique to solve partial differential equations as an
eigenvalue problem [19]. This method is popular among the photonic (phononic) crystal community to obtain the
dispersion relation of artificial crystals [20–23]. In a previous work [16] it was shown that the PWE method can be
implemented to solve the out-of-plane Kirchhoff–Love equation for finite systems. As shown below, this numerical method
is also useful to solve the in-plane wave equation for finite systems. The main difference between the plane wave expansion
method and other numerical methods is that the boundary conditions are not imposed but are rather simulated by
introducing a second medium with certain physical properties. A rectangular cell (see Fig. 1) of dimensions a b will be
used. The plate is located at the center of the cell surrounded by a host material that, for a plate with free ends, mimics the
vacuum and, for a plate with clamped ends, mimics an extremely hard medium [16]. The unit cell is repeated periodically in
both directions and its mechanical parameters are replaced by a Fourier series truncated at N plane waves. In what follows,
the PWE method, as used to calculate the in-plane normal modes of plates with free-ends, will be described in detail.

















where h and ρ are the thickness and the density of the plate, respectively. The variables uðx; yÞ and vðx; yÞ are the
displacements in the X and Y directions, respectively, while the plate stresses are
Nx ¼ CðexxþνeyyÞ;
Ny ¼ CðeyyþνexxÞ;
Nxy ¼ Cð1νÞexy; (2)
where ν is Poisson's ratio and C is the extensional rigidity given by
C ¼ Eh
1ν2; (3)

















Fig. 1. Plane wave expansion method: a rectangular cell of sides a and b is repeated periodically on the plane. Each cell is composed of the plate of interest,
in the center of the cell, surrounded by a host material. The elastic properties of the plate of interest have the subindex 1 while the elastic constants of the
host material have the subindex 0. The host material mimics the vacuum, in a certain limit, that yields the free–end boundary conditions for the inner plate.
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Since the mechanical properties of the system of Fig. 1 are periodic, one can assume the following Fourier expansions for












ηG expðiG  rÞ: (7)
Here r¼ ðx; yÞ is the position and G¼ ðGx;GyÞ ¼ 2πðp=a; q=bÞ is a vector of the reciprocal lattice with p and q integers. The
displacements u and v are also periodic and can be written in terms of Fourier series as
u¼ expðik  r iωtÞ
X
G
ϕG expðiG  rÞ; (8)
v¼ expðik  r iωtÞ
X
G
ψG expðiG  rÞ; (9)
where k¼ ðkx; kyÞ is the wave vector and ω the angular frequency.














































kxþGxð ÞþαGG0 ðkyþG0yÞ kyþGy
 
: (15)














with ϕ and ψ vectors with entries ϕG0 and ψG0 , respectively, and
NðG;G0Þ ¼ ηGG0 : (17)
The Fourier coefficients of Eqs. (5)–(7) can be calculated analytically for regular shaped plates, such as the plate of Fig. 1.
Plates with irregular shape can also be calculated but in this case the Fourier coefficients should be obtained numerically.
The free or clamped boundary conditions can be obtained by defining a host material with ρ0-0 or ρ0-1 [16],
respectively. Although the generalized eigenvalue equation (16) includes an infinite number of terms, in the numerical
calculations the series were truncated to large partial sums. In Fig. 2 some eigenvalues for a rectangular plate with free-ends,
as a function of the of the number of plane waves, are plotted. It can be observed that 1515 plane waves are enough to get
stable results at low frequencies but 2525 plane waves are needed to obtain similar results at high frequencies.
In Tables 1 and 2 the dimensionless normal-mode frequencies of in-plane vibrations of a plate of different aspect ratios
with free (F–F–F–F) and clamped (C–C–C–C) ends, respectively, are shown. The results of the PWE method show a very good
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agreement with the results available in the literature [2,3,5,7] with a difference less than 1.5 percent. This shows that the
PWE method can be used to calculate the normal-mode vibrations of in-plane waves.
3. Experimental setup to measure in-plane waves
To measure the in-plane normal-mode frequencies for the rectangular plate with free-ends, acoustic resonant spectro-
scopy (ARS) [25] is used. The experimental setup, shown in Fig. 3, consists of a vector network analyzer (VNA, Anritsu
MS4630B); a high fidelity audio amplifier (Cerwin-Vega CV900) and two electromagnetic-acoustic transducers (EMATs). The
harmonic signal of frequency f, generated by the VNA, is sent to the audio amplifier whose output is taken by the EMAT
exciter. This transducer produces mechanical waves in the plate without mechanical contact. The EMAT detector measures
the response of the plate in another location. The signal of this EMAT is registered directly by the VNA which yields the
response of the plate at the frequency f. The frequency is changed to f þΔf , with ðΔf Þ=f51. The response, as a function of
the frequency, is then obtained and the peaks on it will correspond to the resonant frequencies of the plate.
The in-plane resonances of the plate are excited and detected selectively when using electromagnetic-acoustic
transducers which consist of coils and magnets in particular configurations (see below). Since the transducers operate
through eddy currents, they have to be located in the vicinity of a paramagnetic metal. Let us briefly recall the principles of





























Fig. 2. Convergence of the plane wave expansion method for the lower normal modes (left panel) and for higher frequencies (right panel). The results
correspond to a plate of 1474 mm355 mm.
Table 1




for the in-plane vibrations of a rectangular plate with different aspect ratios (Lx=Ly) and
completely free (F–F–F–F) boundary conditions.
Mode Aspect ratio Lx=Ly ¼ 1 Aspect ratio Lx=Ly ¼ 2
PWE Gorman I Du and Bardell PWE Gorman I Du and Bardell
Ω Ω %Diff. Ω %Diff. Ω Ω %Diff. Ω %Diff.
1 2.321 2.320 0.043 2.321 0.000 1.958 1.956 0.112 1.954 0.205
2 2.474 2.472 0.081 2.472 0.081 2.963 2.960 0.101 2.961 0.068
3 2.474 2.472 0.081 2.472 0.081 3.270 3.268 0.061 3.267 0.092
4 2.631 2.628 0.114 2.628 0.114 4.728 4.726 0.042 4.726 0.042
5 2.990 2.988 0.067 2.987 0.100 4.786 4.784 0.042 4.784 0.042
6 3.454 3.452 0.058 3.452 0.058 5.208 5.208 0.000 5.205 0.058
7 3.724 3.724 0.000 5.259 5.258 0.019
8 3.724 3.724 0.000 5.369 5.370 0.019
9 4.305 4.306 0.023 6.150 6.148 0.033
10 4.970 4.970 0.000 6.448
11 4.970 4.970 0.000 6.597 6.596 0.015
12 5.047 5.046 0.020 6.750
13 5.257 5.258 0.019 6.858 6.856 0.029
14 5.288 5.286 0.038 7.452
15 6.044 7.944 7.948 0.050
16 6.100 6.100 0.000 8.546
17 6.100 6.100 0.000 8.667
The results obtained with the plane wave expansion method (PWE) are compared with other methods. Gorman I, Du and Bardell results are taken from
Refs. [2,3,7], respectively.
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operation of the EMATs; a detailed explanation of the operation of these transducers is given in Refs. [25,26]. The EMAT, as
an exciter, operates in the following way:
1. A harmonic current, of frequency f, passes through the wire of the EMAT's coil; this generates a magnetic field B(t) that
varies in time with the same frequency f.
2. Due to Faraday's law of induction, on any circuit of the paramagnetic material which is close to the EMAT's coil, local
eddy currents are generated; these currents are also harmonic.
3. The eddy currents, induced on the paramagnetic metal, interact with the EMAT's magnet through the Lorentz force.
4. The effect of the Lorenz force on the metal will become a mechanical vibration which travels along the plate.
The EMATs are also invertible, i.e. they can detect the vibrations of a paramagnetic metal. The electromagnetic-acoustic
transducer, as a detector, operates in this way:
1. There will be a change of magnetic flux in the loops inside a vibrating paramagnetic metal when the EMAT's permanent
magnet is near it.
2. The change of flux, by Faraday's law, will produce eddy currents in the metal; these currents oscillate with the frequency
f of the vibrating metal.
3. The eddy currents will generate their own alternating magnetic field, which flows through the surface enclosed by the
EMAT's coil. This variable flux will induce on the EMAT's coil an electromotive force measured by the VNA.
Fig. 3. Block diagram of the experimental setup. The vector network analyzer or VNA (1) sends a sinusoidal signal to the audio amplifier (2). The amplified
signal is sent to the EMAT exciter (3) which produces a mechanical vibration in the aluminum plate (4). The vibrations of the plate are measured by the
EMAT detector (5). The measured signal by the EMAT is sent back to the VNA. The experimental data are finally collected in the computer (6) via GPIB.
Table 2




for the in-plane vibrations of a rectangular plate with different aspect ratios (Lx=Ly) and
completely clamped (C–C–C–C) boundary conditions.
Mode Aspect ratio Lx=Ly ¼ 1 Aspect ratio Lx=Ly ¼ 2
PWE Gorman II Du and Bardell PWE Gorman II Du and Bardell
Ω Ω %Diff. Ω %Diff. Ω Ω %Diff. Ω %Diff.
1 3.551 3.555 0.113 3.555 0.113 4.794 4.789 0.104 4.789 0.104
2 3.551 3.555 0.113 3.555 0.113 6.348 6.379 0.486 6.379 0.486
3 4.241 4.235 0.142 4.235 0.142 6.703 6.712 0.134 6.712 0.134
4 5.187 5.185 0.039 5.185 0.039 7.101 7.049 0.738 7.049 0.738
5 5.846 5.859 0.222 5.859 0.222 7.650 7.608 0.552 7.608 0.552
6 5.949 5.894 0.933 5.895 0.916 8.180 8.140 0.491 8.140 0.491
7 5.949 5.894 0.933 8.987 8.998 0.122
8 6.659 6.708 0.730 9.535 9.515 0.210
9 7.104 9.861
10 7.104 10.640
11 7.280 7.281 0.014 11.260 11.250 0.089
12 7.572 7.597 0.329 11.700 11.570 1.124
13 7.865 7.800 0.833 11.900 11.740 1.363
14 8.610 12.200
15 8.610 12.430
16 8.698 8.718 0.229 13.000
17 8.738 13.020 12.930 0.696
The results obtained with the plane wave expansion method (PWE) are compared with other methods. Gorman II, Du and Bardell results are taken from
Refs. [5,3,7], respectively.
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4. Comparison between theory and experiment
In Fig. 3 the configuration of the EMATs used to excite and detect the in-plane vibrations is shown. In this configuration
the dipole moment axis of both the EMAT's coil and permanent magnet coincides and can be considered as the EMAT's axis;
the axis of the exciter is parallel to the Y-axis while the axis of the detector is parallel to the X-axis. To decrease the
possibility of missing resonances, i.e. to avoid measuring on a nodal line, the EMATs were located at the corners of the plate
on the long side, where it is expected that the wave amplitude will have a maximum due to the free-ends. All the results
presented in this section were obtained with this arrangement of EMATs. The main advantage of using the electromagnetic-
acoustic transducers, in the configuration of Fig. 3, is that they are highly selective to in-plane vibrations. This result is very
important since the measurement of in-plane vibrations is a difficult task.
The spectrum of a rectangular aluminum plate of 1474 mm 355 mm and thickness 6.35 mm, measured with the setup of
Fig. 3, is given in Table 3 and plotted in Fig. 4. Something worthy to remark, as it can be seen in the lower panels of this figure,
is that only in-plane resonances are observed. The theoretical prediction, obtained with the plane wave expansion method,
using the best fit elastic constants of aluminum (E¼71.1 GPa and ν¼ 0:36) and the measured density ρ¼ 2708 kg=m3, is also
given in Table 3 and plotted in Fig. 4. The agreement is excellent at low frequencies and, remarkably, also at high frequencies
(see lower panels of this figure). The difference between the experiment and the theoretical predictions was also quantified
and is plotted, as a function of the normal mode number, in Fig. 5. One can observe in this figure that the difference is always
less than 1.4 percent, a very reliable value for more than 90 normal modes.
The measurement of the components uðx; yÞ and vðx; yÞ of the in-plane normal-mode wave amplitudes is performed as
follows. The in-plane vibrations of the aluminum plate are generated using an EMAT located at one end of the plate in the
configuration of Fig. 3. This device is controlled by the VNA, which sends a signal sweeped around the resonant frequency of
the wave amplitude to be measured. As it is well known, plotting the norm and phase of the response gives a circle in the
complex plane; the radius of the circle is proportional to the wave amplitude. Measurements were carried out on a quarter
of the plate in a rectangular grid. The EMAT measures the acceleration in the direction of the coil axis [27]. The wave
amplitude is then measured using an EMAT located over the plate; the dipole axis of the magnet's EMAT is perpendicular to
the X–Y plane while the coil axis is aligned along the X or Y direction to measure the deformation u or v, respectively. To
Table 3
In-plane normal-mode frequencies of a rectangular aluminum plate of 1474 mm355 mm6.35 mm with free ends (F–F–F–F) measured with acoustic
resonant spectroscopy (ARS) and calculated with the plane wave expansion method (PWE).
Mode ARS (Hz) PWE (Hz) Diff. (%) Mode ARS (Hz) PWE (Hz) Diff. (%) Mode ARS (Hz) PWE (Hz) Diff. (%)
1 731 730.0 0.14 33 10,015 10,054.4 0.39 65 14,910 14,953.2 0.29
2 1632 1636.2 0.26 34 10,035 10,099.3 0.64 66 14,938 14,960.2 0.15
3 1740 1734.2 0.33 35 10,094 10,112.2 0.18 67 15,053 14,994.0 0.39
4 2634 2645.5 0.44 36 10,496 10,398.9 0.92 68 15,094 15,087.1 0.05
5 3445 3426.8 0.53 37 10,827 10,892.2 0.60 69 15,387 15,366.5 0.13
6 3580 3602.5 0.63 38 10,886 10,912.4 0.24 70 15,485 15,548.5 0.41
7 4434 4465.6 0.71 39 10,939 10,973.9 0.32 71 15,674 15,567.1 0.68
8 4598 4640.0 0.91 40 11,098 11,143.1 0.41 72 15,695 15,707.7 0.08
9 5017 4971.2 0.91 41 11,455 11,339.7 1.01 73 15,721 15,730.9 0.06
10 5435 5475.4 0.74 42 11,465 11,525.0 0.52 74 15,726 15,763.5 0.24
11 5497 5527.9 0.56 43 11,825 11,849.4 0.21 75 16,009 16,052.9 0.27
12 6167 6084.9 1.33 44 11,859 11,904.2 0.38 76 16,105 16,144.5 0.25
13 6350 6332.9 0.27 45 12,005 12,080.7 0.63 77 16,317 16,306.6 0.06
14 6353 6333.8 0.30 46 12,339 12,177.4 1.31 78 16,323 16,327.8 0.03
15 6435 6481.1 0.72 47 12,605 12,695.9 0.72 79 16,429 16,480.8 0.32
16 6660 6687.7 0.42 48 12,705 12,729.4 0.19 80 16,490 16,547.3 0.35
17 6839 6756.3 1.21 49 12,732 12,737.3 0.04 81 16,782 16,606.3 1.05
18 7352 7303.3 0.66 50 12,844 12,895.1 0.40 82 17,003 17,012.4 0.06
19 7405 7437.0 0.43 51 13,015 12,916.4 0.76 83 17,054 17,089.7 0.21
20 7449 7497.7 0.65 52 13,028 13,100.4 0.56 84 17,078 17,136.2 0.34
21 7561 7556.5 0.06 53 13,095 13,123.3 0.22 85 17,100 17,146.3 0.27
22 7681 7686.4 0.07 54 13,185 13,234.3 0.37 86 17,348 17,402.6 0.31
23 7877 7898.4 0.27 55 13,300 13,359.5 0.45 87 17,515 17,496.5 0.11
24 8094 8094.9 0.01 56 13,541 13,554.9 0.10 88 17,575 17,574.6 0.00
25 8138 8151.8 0.17 57 13,675 13,632.4 0.31 89 17,682 17,580.5 0.57
26 8457 8490.5 0.40 58 13,800 13,719.1 0.59 90 17,723 17,635.3 0.49
27 8692 8672.7 0.22 59 13,886 13,922.2 0.26 91 17,763 17,734.6 0.16
28 9042 9076.5 0.38 60 14,007 14,048.2 0.29 92 17,766 17,801.2 0.20
29 9163 9214.2 0.56 61 14,281 14,256.7 0.17 93 17,832 17,855.9 0.13
30 9328 9330.7 0.03 62 14,339 14,333.9 0.04 94 18,070 17,899.1 0.95
31 9447 9449.7 0.03 63 14,482 14,336.2 1.01 95 18,171 18,128.7 0.23
32 9466 9494.1 0.30 64 14,515 14,567.7 0.36
A. Arreola-Lucas et al. / Journal of Sound and Vibration 342 (2015) 168–176 173
obtain the wave amplitude on the full plate, the measured data were reflected on the two axes of symmetry of the system. In
Fig. 6 some normal-mode wave amplitudes are given and compared with those calculated with the plane wave expansion
method; a very good agreement is obtained.
5. Conclusions
The in-plane vibrations of a rectangular aluminum plate, with free ends, have been studied both theoretically and
experimentally. The experiments were performed using a vector network analyzer and electromagnetic-acoustic transdu-
cers. For the theoretical calculations, the plane wave expansion method, applied to the classical theory of in-plane waves,
was used. The plane wave expansion method was first tested by comparing its results with other numerical methods with
free and clamped boundary conditions. For 95 normal modes, within the range of DC-20 kHz, the agreement between
theory and experiment is excellent since the difference is less than 1.4 percent. Some normal-mode wave amplitudes were
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Fig. 4. Upper panel: DC to 20 kHz spectrum of a rectangular aluminum plate obtained with the setup of Fig. 3. The EMATs excite and detect selectively in-
plane vibrations. The vertical lines correspond to the theoretical predictions obtained with the plane wave expansion method. In the lower panels
amplifications, of the spectrum at low and intermediate frequencies, are given.






















Fig. 5. Percentage difference between the experimental and theoretical normal-mode frequencies as a function of the normal mode number.
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measured and compared with the theoretical predictions; very good agreement was obtained. Thus, both the plane wave
expansion method and the experimental setup based on electromagnetic-acoustic transducers could be very useful to study
in-plane vibrations of thin plates with other shapes.
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The Bloch oscillations and the rainbow trapping are two effects apparently unrelated. The Bloch
oscillations, on the one hand, appear in quantum mechanics when a static electric field is applied to
a crystal. A incident quantum wave packet starts to oscillate inside it, with a frequency determined
by the intensity of the electric field. The rainbow trapping effect, on the other hand, emerges in
electromagnetic waves travelling in chirped structures fabricated with a certain rule. In this case
the waves are slowed down to different spatial positions that depend on the central frequency of the
incident wave packet. Here we experimentally show for the first time the emergence of both, the
rainbow trapping effect and the Bloch oscillations in mechanical waves with the same mechanical
structure using different values of the chirp parameter. Using extensive numerical simulations a
quasiunidimensional chirped structure is designed and constructed. The wave packet dynamics is
measured using a Doppler vibrometer. When the chirp intensity vanishes a locally periodic system,
with bands and gaps, is built. For different but fixed values of the chirp parameter the wave packet
arrives to different positions within the structure as function of the central frequency that lies in
the band. This is a mechanical analog of the classical rainbow trapping effect. Increasing the value
of the chirp parameter the mechanical Bloch oscillations emerge.
PACS numbers: 61.44, 62.20.D, 62.30.+d, 63.20, 63.20.dd, 81.05.Zx
Sometimes in physics there are aparentely unrelated
phenomena that, at the end, are just a different face
of the same but more general phenomenon. The most
known example of this is electromagnetism in which mag-
netism and electricity were believed to be different phe-
nomena. On the opposite side, there are phenomena
that are common to several areas of physics. The de-
velopment of parallel research to control waves of differ-
ent nature motivated by the progresses made to control
electromagnetic waves is an example. In particular ef-
forts have been made to design acoustic and mechanic
metamaterials that mimic properties of optical metama-
terials. Although applications have been developed in
acoustic systems [1–4] the control of mechanical waves
is scarce [5]. Devices for the control of elastic waves are
still under design based on numerical studies [6]. The
mixture of polarizations and the difficulty to selectively
measure the different kinds of vibrations have delayed the
progress in this area.
The rainbow trapping effect, one the one hand, is one
of the most promising phenomenon in metamaterials. In
this phenomenon the electromagnetic wave packets are
slowed down, up to different spatial depths of the syn-
thetic structure. The reached spatial depths depend on
the central frequency of the wave packet. Since its discov-
ery, few years ago [7–16], several potential applications
have been found not only in metamaterials. In particu-
lar, using this phenomenon, the light can be trapped or
multiplexed [1, 17–21]. In this letter we will shown that
it is possible to reduce the speed of torsional waves using
a chirped structure; the wave reaches different depths in
the structure as function of frequency. This is only pos-
sible when the system has a high quality factor, as it is
in the elastic cavities employed [22].
On the other hand, the Bloch oscillations, found firstly
in solid-state physics, [23–25] also appear in other un-
dulatory systems like dielectric structures [26–28] and
waveguides [29], ultracold atoms [30], phononic crys-
tals [31], sound [32, 33], superconducting nanowires [34]
and more recently in molecular motion [35]. Thus the
Bloch oscillations are expected in elastic systems. Up to
now, the goal was not achieved again due to the difficulty
of selectively measuring different kinds of elastic waves.
In this paper we experimentally show the emergence
of both, the Bloch oscillations and the rainbow trapping
effect in elastic waves. The Bloch oscillations, on the
one hand, emerge in a mechanical chirped structure that
mimics an electric field in a periodic potential. On the
other hand, with a different value of the chirp parame-
ter, it is shown that it is possible to reduce the speed
for torsional mechanical waves; the wave reaches differ-
ent depths in the mechanical structure as function of fre-
quency. This is an elastic version of the rainbow trapping.
As illustrated in Fig. 1, the beam consists of three
parts: the machined structure is located at one end; in
the middle a uniform part follows and, at the other end,
a passive vibration isolation system is built. The chirped
system consists of a beam of rectanguar cross section
2FIG. 1. Structured beam and experimental setup. (1) NI PXI,
(2) high-fidelity audio amplifier,(3) Electromagnetic-acoustic
transducer. (4) Machined beam with the chirped structure
and (5) Doppler vibrometer. The beam, used to study the me-
chanical rainbow trapping effect, is composed by three parts.
In the left a vibration isolations system A is constructed by
machining a wedge which is covered by an absorbing mastic
seal. The central part of the beam, in which the torsional
waves are generated, is uniform of rectangular cross section,
with length 200.0 cm, height 30.0 mm, and width 10.0 mm.
The part at the right is a mechanical chirped structure; the
lengths `n are given with the rule `n =
`
1+nλ
with ` = 10 cm,
and λ = 0.00, 0.03 and 0.06. The cells of rectangular cross sec-
tion and varying lengths are joined by rectangular cuboids of
height 18.0 mm, width 6.0 mm and length 8.0 mm. The filled
circles indicate the position of the laser measurements. The
velocity of the torsional waves in the beam is v=1750 m/s.
in which the structure is machined (See Fig. 1); it is
composed of cells with varying lengths `n separated with
notches using the rule that yields the elastic Wannier-





Here λ is the chirp parameter that mimics the electric
field, and ` a fixed arbitrary length. When λ = 0 a
periodic structure is obtained but for λ 6= 0 the structure
becomes chirped and cells become smaller with the index
j [36].
The band spectrum of the chirped structure was ob-
tained numericaly using the transfer matrix method [40].
The beam with free boundary ends is composed by a
uniform part of fixed length and the chirped mechani-
cal structure. The level dynamics as a function of the
chirp parameter λ is shown in Fig. 2. One can observe
a band structure superimposed with some levels that are
constant with λ. These levels correspond to modes as-
sociated to the uniform part of the beam. For λ = 0 a
typical band structure of locally periodic systems can be
observed. Since a free surface is used at both ends of the
beam a band starting at zero frequency results. Then
gaps and bands appear sequentially with frequency. For
zero chirp the first gap is approximately located between
6.5 kHz and 9.5 kHz. The latter defines the beginning
of the second band, which ends at ≈ 13.5 kHz. For in-
creasing values of λ the levels in each band start to sep-
arate, the bands become wider and the gaps narrower.
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1













FIG. 2. (Color online) Band structure. The normal-mode fre-
quencies for the beam formed by a uniform part and chirped
mechanical structure calculated using the transfer matrix
method. The frequency levels are given as function of the
chirp parameter λ. The studied structures in the experiment
correspond to λ = 0.00, 0.03 and 0.06; the two latter corre-
spond to the (red) dashed vertical lines. The uniform part of
the beam is 2.0 m long.
In the second band, as can be seen in the same figure,
four different regimes are clearly defined. The first one
corresponds to 0 < λ < 0.005 in which the level density
is inhomogeneous and is concentrated at the borders of
the band; this is a reminiscence of the locally periodic
system. In the second regime, for 0.005 < λ < 0.025,
a transition between a locally periodic system and the
equaly spaced spectrum is observed. A third region ap-
pears for 0.025 < λ < 0.060 where the level density in-
side the band, for a fixed value of λ, is aproximately
homogeneous, i.e., the levels are almost equaly spaced.
This is the Wannier-Stark ladders regime [36]. A fourth
regime appears when the bands start to overlap one to
each other. The results presented in this paper corre-
spond to the three first regimes. The level dynamics was
used to design the structured mechanical systems with
λ = 0, 0.03, and 0.06 (vertical lines in Fig. 2). As will
show below, in the second and third regimes the system
is not periodic and shows two non-intuitive behaviors,
the mechanical rainbow trapping and the elastic Bloch
oscillations. The time evolution of the wave packets was
also performed using the transfer matrix formalism. An
initial wave packet, located at the free boundary of the
uniform part of the beam, is expanded in around 250
normal-mode wave amplitudes and then its evolution is
obtained in terms of the stationary solutions. The pro-
gram was tested in several cases including the doorway
state mechanism in the time domain [41].
In the experiment, torsional waves are generated in
the uniform part of the beam and sent to the chirped










FIG. 3. Behavior of the wave packet intensity as a function
of the position and time for the periodic structure, λ = 0.
The left and right columns correspond to the experimental
and numerical results, respectively. In cases (a) and (b) the
central frequency lies in the gap (fC = 8 kHz) whereas in
cases (c) and (d) the central frequency lies in the second band
(fC = 11.5 kHz).
generated by the National Instruments PXI is amplified
by a high-fidelity audio amplifier Cerwin-Vega CV5000
and then sent to an electromagnetic-acoustic transducer.
The latter generates a torsional Gaussian wave packet at
a certain position in the uniform part of the beam. The
wave packet travels towards the chirped structure and
the vibrations are measured with a laser Doppler vibrom-
eter Metrolaser vibromet 500V. In order to reconstruct
the dynamics of the wave packets, the measurements are
done in several positions along the mechanical structure
and in the uniform part of the beam. For frequencies
higher than ≈ 1, 5 kHz, the waves arriving to the other
side of the beam are almost completely absorbed by a
passive vibration isolation system. The later consists of
a wedge covered by an absorbing mastic seal [22, 42, 43].
Figure 3 shows the dynamics of a Gaussian wave packet
measured in the mechanical structure. The wave packet
has an initial width of 0.5 ms with a central frequency
located at different frequencies inside the band and also
in the gap. The width used in the time domain implies
than the wave packet has a spatial width of 0.875 m in
the uniform part of the beam. The initial wave packet,
in all plots of Figs. 3, 4 and 5, is located at the left lower
corner. Lets start with the behavior of the wave packet
when its central frequency fC lies within the gap. In this
case the wave packet is completely reflected by the peri-
odic structure for any value of the chirp parameter; see
Fig. 3 (a). In the first regime, when λ = 0 and fC lies in
the band, part of the wave packet will cross the structure













FIG. 4. The Bloch oscillations are apparent in a beam with
a chirped structure (λ = 0.06). The left and right columns
correspond the experimental and transfer matrix results, re-
spectively. In cases (a) and (b) the wave packet has a central
frequency fC = 14.5 kHz whereas in cases (c) and (d) the
central frequency is fC = 15.0 kHz. The oscillation period
TBloch ≈ 1.6 ms is independent of fC within the same al-
lowed band.
the tird regime the Bloch oscillations are expected; the
machined system corresponds to λ = 0.06. The results
are shown in Fig. 4, where an oscillating behavior of the
wave packet is observed within the mechanical structure.
The images on the left (right) column correspond to the
experiment (numerical simulation) with different central
frequencies, within the second allowed band. The period
of the oscillation is ≈ 1.6 ms, according with the theoreti-
cal prediction TBloch = 1/∆f ≈ 1.66 ms for ∆f = 600 Hz
obtained from Fig. 2. This phenomenon is the elastic
version of the Bloch oscillations. One can notice in the
same figure that, in each oscillation, a portion of the
energy of the wave packet escapes towards the uniform
part of the beam. This indicates that the wave packet
has a preferred direction of propagation given given by
the mechanical equivalent of the electric field. The Bloch
oscillation is best seen in the experimental graphs (left
panel of Fig. 4) due to passive vibration isolation system
used to reduce the reflexions of the wave at the system’s
border. In the numerical simulation several reflections
wave in the uniform part of the rod are observed. These
reflections overlap inside the structure and reducing the
intensity of the numerical Bloch oscillation (right).
The case of a mechanical chirped superlattice with
λ = 0.03 with fC inside the band is by far the more
interesting and the most important result shown here;
as fC increases the wave packet is reflected at different














FIG. 5. The rainbow trapping is apparent in a chirped me-
chanical structure with λ = 0.03. The left and right columns
correspond to the experimental and numerical results, respec-
tively. The central frequency of the wave packet is 9 kHz for
cases (a) and (b), 10 kHz for cases (c) and (d), 11 kHz for
cases (e) and (f), and 12 kHz for cases (g) and (h).
Figs. 5). This is the mechanical rainbow trapping effect.
The numerical evolution of the wave packet is shown in
the right column of Fig. 5 confirms the experimental re-
sult. The reason of the appearance of the rainbow trap-
ping is due to the fact that when γ  1 one gets the
rainbow trapping rule γ = (an − an−1)/an, with an the
inverse length. This rule was used to build the rainbow
trapping effect [3].
To conclude, we have measured both, the mechanical
Bloch oscillations and the elastic rainbow trapping effect
for the first time. Both effects were found in chirped
mechanical superlattices and were corroborated with nu-
merical simulations. When the chirp parameter vanishes
a locally periodic system with bands and gaps results.
For larger values of the chirp parameter the mean level
spacing becomes constant and the Bloch oscillations ap-
pear. An intermedate regime, in the transition between
a locally periodic beam and the Wannier-Stark ladders
regime, the rainbow trapping effect emerges.
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Abstract
We study the transport of mechanical bending waves through a plate with a
chaotic shape and mirror symetry. The experimental transmitance was measured
using acoustic resonant spectroscopy. In coutradistinction with the know results of
microwave cavities, the distribution of the mechanical transmitance shows a very
good agreement with the predictions of random matrix theory.
1 Introduction
In spite of their different physical origin, the transport of different kind of waves could
give similar results one to each other. This fact is clearly manifested in the wide use of the
same analysis techniques and theoretical descriptions based on the random matrix theory
(RTM) in different fields of physics ranging from microscopic to macroscopic [1, 2, 3]. The
statistical fluctuations of the transmission spectrum in complex systems, as estabished by
Ericson and Mayer-Kuckuk around 50 years ago [4], are an example of this universality.
In fields as nuclear physics [5], mesoscopic physics [6], microwaves [7] and more recently
in acoustics [8] universal transmission fluctuations, that depend only on the symmetry
class of their evolution equations [9], emerge.
The effect of other symetries, as the left-right or mirror symmetry, in the fluctuation
properties is also of interest [10, 11, 12]. Up to know there has been only one experimental
attempt to obtain results in chaotic billiards with left-right symmetry [13] with not very
encouraging results. In this paper we study the fluctuation properties of the mechanical
conductance in a chaotic elastic billiard with left-right symmetry. This is done for out-
of-plane waves in a Sinai billiard, with reflection symmetry, constructed on a thin plate.
1
The technique of acoustic resonant spectroscopy is used to measure the fluctuations in
the spectrum of the elastic cavity and then compared with the RMT predictions. In
what follows we review the theoretical predictions. Then the experimental technique is
explained and the results for a half Sinai billiar are given. A brief conclusion follows.
The classical thin-plate theory describes the behavior of the flexural waves. In the
waveguides, at zero frequency, the torsional and the constant channel open. Thus, for
frequencies below f2 = (9pi
2/8W )(D/ρh)1/2, i.e. frequencies that will be used in the
laboratory, only two channels are open for flexural waves. Here W is the width of the
waveguide, ρ the density, h the plate thickness and D = Eh3/12(1 − ν2) is the flexural
rigidity, being E the Young’s modulus and ν the Poisson’s ratio. The wave transport
properties though the cavity, in the landauer-Bu¨ttiker’s formalism, can be written in
terms of the scattering matrix S that gives the outgoing waves in terms of the incoming








where r and t are the 2 × 2 reflection and transmission matrices. The conductance,
according to Landauer-Bu¨ttiker’s formula, is proportional to T = tra|tt†|. In the literature
there are some techniques to obtain theoretically the properties of the conductance. The
maximum-entropy ad the supersymmetric methods as well as the Heidelberg approach
are commonly used Ref. [3, 13, 14]. The distribution of the transmittance for a chaotic
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; 0 ≤ T ≤ 1, (2)
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|1− T | ; 0 ≤ T ≤ 2. (3)
One can notice that both expressions are symmetrical with respect to the average 〈 T 〉 of
T (= 1/2 for one open channel, and = 1 for two open channels). Also, in the one channel
case, one can observe a divergence at T = 0. This is related to the weak localization
present in systems with time reversal symmetry. This peak that also appears in T = 1
due to the mirror symmetry.
2 Experimental results
In Fig. 1 a diagram of the experimental setup is given. The sinusoidal signal generated
by a vector network analizer, Anritsu MB4630B, is amplified and then converted to a
mechanical vibration by an electromagnetic-acoustic transducer (EMAT) located at one
waveguide. The flexural vibration, that passes through the cavity, is measured with
another EMAT at the other waveguide. More details of the esperimental setup can be
found in Ref. [1]. As it can be seen in Fig. 2, a half Sinai billiard, i.e., with mirror
2
Figure 1: In the upper part (a), we show the block diagram of the experimental setup.
The vector network analyzer (1) sends a sinusoidal signal to the power amplifier (2). The
amplified signal is sent to the electromagnetic-acoustic transducer (EMAT) exciter (3)
which produces a mechanical vibration in the aluminum plate (4). The vibrations of the
plate are measured by the EMAT detector (5). The measured signal by the EMAT is sent
back to the VNA. The experimental data are collected in the computer (6) via usb-GPIB.
In the lower part (b) the half Sinai billiard with radius 20 cm, height 60 cm and lenght
80 cm, is depicted. The plate has a thickness of 6.35 mm. The excitation and detection
points are marked by E and D, respectively. In the shadded region A a vibration isolation
system was used. In the inset the configuration of the EMAT, consisting of a coil and a
permanent magnet, is given.
simmetry was used. To avoid direct reflections at the entrance, the billiard with the
two waveguides was machined from a single aluminium plate. Also, to avoid unwanted
reflections at the end of the wideguides, passive vibration isolation systems are used.
Las dimensiones del sistema se puden ver en la parte inferior de la Figura 1, en
donde adema´s se muestran dos puntos marcados con las letras a) para indicar el sitio de
excitacio´n y b) para la deteccio´n. Se conoce en la literatura que desde la frecuencia cero
[paper kike] es posible exitar un modo flexional y un torcional lo que produce que ambos
canales contribuyan a las fluctuaciones. Se colocan ambos EMATs en el centro de la gu´ıa
de onda a lo ancho y a 45 cm de distancia con respecto a la cavidad debido a que uno
de estos modos de transmicio´n presenta un nodo en el centro, de esta forma se espera la
contribucio´n de un solo canal pues se tendr´ıa la contribucio´n de un canal de transmisio´n.
Debido a que la cavidad es sime´trica se tiene (poner explicacio´n del dr Moises) por ello
no es posible experimentalmente obtener las fluctuaciones de la transmicio´n de un solo
canal, sin embargo es posible mostrar las fluctuaciones de transmicio´n para dos canales.
In Fig. 3 the transmission measured for the Sinai billiar and the Bunimovich stadium
3
is given. The distribution obtained are given in Fig. 4.
3 conclusions
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